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1. Matrices y Determinantes.

1.1 Definiciones. 

Definición: 
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Definiciones: 
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Ejemplos: 
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1.2.Operaciones Básicas 
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1.3 Determinantes. 

Ejemplo. 

|
1 −4 2
−5 −3 4
7 6 −1

| = [1 ∙ (−3) ∙ (−1) + (−4) ∙ 4 ∙ 7 + 2 ∙ (−5) ∙ 6] − 

−[2 ∙ (−3) ∙ 7 + (−4) ∙ (−5) ∙ (−1) + 1 ∙ 4 ∙ 6] = −131 
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Nota:  Aunque en este curso no necesitamos calcular determinantes de tamaño superior a 3, 

veamos el método de los Adjuntos. Estos adjuntos los utilizaremos más adelante para calcular 

la inversa de una matriz. 

Método de los Adjuntos. Válido para cualquier tamaño. 
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Ejemplo: 

Veamos el ejemplo anterior, resuelto por este método. 

|
1 −4 2
−5 −3 4
7 6 −1

| = (desarrollando por la primera fila) = 

= 1 · |
−3 4
6 −1

| + (−4) · (−1) · |
−5 4
7 −1

| + 2 · |
−5 −3
7 6

| = 

= 1 · (3 − 24) + 4 · (5 − 28) + 2 · (−30 + 21) = 

= 1 · (−21) + 4 · (−23) + 2 · (−9) = −131 

1.4. Producto de matrices. 

Como paso previo vemos como se multiplica una Fila por una Columna. 
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Ejemplo: 

(
2 −3
1 7
−4 5

)(
3 4 0
1 −3 7

−2
6
) = (

3 17 −21
10 −17 49
−7 −31 35

−22
40
38
 ) 

 3𝑥2  2𝑥4  3𝑥4 

Propiedades del producto. 

A diferencia de la suma y el producto por un número, esta operación no tiene las mismas 

propiedades que las operaciones con números. Esto nos dice que, a partir de ahora, cada vez 

que manipulemos expresiones con matrices, tenemos que fijarnos en qué y cómo se puede 

hacer. 
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EJEMPLOS 

a) Sean las matrices:   𝐴 = (
2 −1
3 5

)  y  𝐵 = (
3 2
7 −4

) 

Entonces:  𝐴 ∙ 𝐵 = (
2 −1
3 5

) ∙ (
3 2
7 −4

) = (
−1 8
44 −14

) 

Y sin embargo:  𝐴 ∙ 𝐵 = (
3 2
7 −4

) ∙ (
2 −1
3 5

) = (
12 7
2 −27

) 

b) En ocasiones las matrices sí conmutan:

 Si   𝐴 = (
4 −1
3 7

)  y  𝐵 = (
2 2
−6 −4

) 

Entonces:  𝐴 ∙ 𝐵 = (
4 −1
3 7

) ∙ (
2 2
−6 −4

) = (
14 12
−36 −22

) 

Y   𝐵 ∙ 𝐴 = (
2 2
−6 −4

) ∙ (
4 −1
3 7

) = (
14 12
−36 −22

) 

3. Elemento neutro

Para toda matriz  𝐴 ∙ 𝐼𝑛 = 𝐴  y 𝐼𝑚 ∙ 𝐴 = 𝐴 , donde   𝐼𝑛   e 𝐼𝑚 son las matrices identidad del 
tamaño adecuado para que se pueda multiplicar.  

EJEMPLO 

Sea la matriz : 𝐴 = (
7 −4 3
5 1 −6

) 

Entonces: 𝐴 ∙ 𝐼3 = (
7 −4 3
5 1 −6

) ∙ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

) = (
7 −4 3
5 1 −6

) 

Y también : 𝐼2 ∙ 𝐴 = (
1 0
0 1

) ∙ (
7 −4 3
5 1 −6

) = (
7 −4 3
5 1 −6

) 
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1.5 Matriz Inversa. 
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1.6 Rango de una matriz.
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EJERCICIOS. 

1. Calcular:

a) A + 2B

b) A·C

c) D·A

d) D.B

e) B·C – 3D

Donde: 

2. Calcular los siguientes determinantes:

3, Calcular la inversa de las siguientes matrices: 

4. 

5. Hallar el rango de las matrices siguientes.
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Solución de los ejercicios 

1. 

a) b) c) d)  e) 

   
















121

83

32

    




















3158

154

252

   
















 136

811

67

   




















134

74

72

    






















13111

8140

0010

2. 

a) 0 b) 51 c) -8

3. 

a) b) c) 

4. 

a) b) c) d) Rango (A)= 3 

5. 

a) Rango = 2 b) Rango = 2
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.
Un sistema de ecuaciones consiste en un conjunto de ecuaciones con varias incógnitas. El 
sistema se llama lineal si la potencia de todas las incógnitas es uno. 

2.0. Sistemas de 2 ecuaciones y 2 incógnitas. Métodos clásicos. 

Método de Sustitución. 
Se trata de despejar una incógnita de una de las ecuaciones y sustituir el resultado de este 
despeje en la otra ecuación. 
Ejemplo: 

Método de Igualación. 
Consiste en despejar una inc6gnita de una ecuaci6n y despejar la misma inc6gnita de la otra 
ecuaci6n e igualar.  
Ejemplo: 
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Método de reducción. 

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones por un número (el más pequeño posible) de 
forma que al sumar las dos ecuaciones se elimine alguna de las incógnitas. 
Ejemplo: 

Para obtener x se puede sustituir en una de las ecuaciones el resultado de y, 0 bien volver . a 
aplicar el método. Haciéndolo de esta ultima forma, multiplicaremos la primera ecuación 
original por 2 y la segunda por 3: 

Nota: Este último método es el precursor del Método de Gauss, quie estudiaremos a 
continuación, y que es válido para el estudio de sistemas con cualquier número de ecuaciones 
e incógnitas. 

EJERCICIOS 
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SOLUCIONES. 
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2.1. Definiciones. 
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2.2. Notación Matricial. 
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2.3. RESOLUCIÓN DE SISTEMAS. MÉTODO DE GAUSS. 

Hacemos TRANSFORMACIONES(1) de la matriz ampliada del sistema hasta obtener una matriz 
de los tipos siguientes: 

CASO 1(2) 

𝐴𝑀 ≡ ⋯ .≡ (
∎ ∗ ∗
0 ∎ ∗
0 0 ∎

|
∗
∗
∗
) donde: {

∎ 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑢𝑛 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 0
∗ 𝑟𝑒𝑝𝑟𝑒𝑠𝑒𝑛𝑡𝑎 𝑐𝑢𝑎𝑙𝑞𝑢𝑖𝑒𝑟 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑟𝑒𝑎𝑙 

} 

Es decir, 

 A es cuadrada,  Triangular Superior y los elementos de la diagonal principal son 
diferentes de 0. 

Entonces, el sistema tiene UNA ÚNICA SOLUCIÓN, y decimos que es COMPATIBLE, 
DETERMINADO. 
Para hallar la solución, reintroducimos las incógnitas y despejamos, desde abajo hacia arriba. 

(1) Más adelante veremos la lista completa de las TRANSFORMACIONES válidas pasa sistemas. De momento  veremos las más 
importantes en los ejemplos que vienen a continuación. 
(2) Suponemos que el sistema tiene 3 incógnitas, que es el caso más habitual en este nivel de enseñanza.  
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EJEMPLO: 















16

633

333

zyx

zyx

zyx

𝐴𝑀 = (
3 −1 −3
1 −3  3
1  1 −6

 | 
 3
6
 −1
)      ≡     (

3 −1 −3
0  8 −12
0 −4 15

 | 
 3
−15
 6
)   ≡    (

3 −1 −3
0 8 −12
0 0  18

 | 
 3
−15
 −3

) 

𝐹2 ≡ 𝐹1 − 3𝐹2     𝐹3 ≡ 𝐹2 + 2𝐹3  
𝐹3 ≡ 𝐹1 − 3𝐹3 

Reintroduciendo las incógnitas y despejando de abajo hacia arriba: 

𝐹3 ⇒18𝑧 = −3⇒ 𝒛 = −
𝟏

𝟔

𝐹2 ⇒8𝑦 − 12𝑧 = −15, (𝑦 𝑟𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑛𝑑𝑜 𝑧 = −
1

6
) ⇒ 8𝑦 + 2 = −15⇒ 𝒚 = −

𝟏𝟕

𝟖

𝐹1 ⇒3𝑥 − 𝑦 − 3𝑧 = 3⇒ 3𝑥 +
17

8
+
3

6
= 3⇒ 𝒙 =

𝟏

𝟖

CASO 2 

𝐴𝑀 ≡ ⋯ .≡ (
∎ ∗ ∗
0 ∎ ∗

|
∗
∗
)    ó    (∎ ∗ ∗|∗) 

            (n=3, k=2, d=1)    (n=3, k=1, d=2) 

Es decir, 

 A es Triangular Superior, los elementos de la diagonal principal son diferentes de 0, 
pero el número de filas (k) de la forma triangular, es menor .que el número de columnas 
(n). Llamo d a la diferencia : d=n-k. 

Entonces, el sistema tiene INFINITAS SOLUCIONES (que dependen de d parámetros), y decimos 
que es COMPATIBLE  INDETERMINADO (con d grados de libertad). 
Para hallar (la expresión del conjunto de) las soluciones, reintroducimos las incógnitas y 
despejamos, desde abajo hacia arriba, pasando d incógnitas a la derecha. 

EJEMPLO: 















2243

133

352

zyx

zyx

zyx

 

𝐴𝑀 = (
2 −1 −5
1 −3  3
3 −4 −2

 | 
 3
−1
 2
)      ≡     (

2 −1 −5
0 5 −11
0 5 −11

 |
 3
 5
 5
)    ≡    (

2 −1 −5
0 5 −11
0 0 0

 | 
 3
 5
 0
) 

𝐹2 ≡ 𝐹1 − 2𝐹2    𝐹3 ≡ 𝐹2 − 𝐹3  
𝐹3 ≡ 3𝐹1 − 2𝐹3 

Reintroduciendo las incógnitas y despejando de abajo hacia arriba, pasando  z  a la derecha: 

𝐹2 ⇒5𝑦 − 11𝑧 = 5⇒5𝑦 = 5 + 11𝑧 ⇒ 𝒚 = 𝟏 +
𝟏𝟏

𝟓
𝒛 

𝐹1 ⇒2𝑥 − 𝑦 − 5𝑧 = 3⇒ 2𝑥 − (1 +
11

5
𝑧) − 5𝑧 = 3⇒ 𝒙 = 𝟐 +

𝟏𝟖

𝟓
𝒛 

Por último, expresamos la solución renombrando z como un parámetro: 
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{
 
 

 
 𝒙 = 𝟐 +

𝟏𝟖

𝟓
𝒕

𝒚 = 𝟏 +
𝟏𝟏

𝟓
𝒕

𝒛 = 𝒕  }
 
 

 
 

 (𝒕 ∈  ℝ) 

Nota: Esta expresión representa el conjunto de las infinitas soluciones del sistema. Si 
queremos una solución concreta solo tenemos que elegir un valor para el parámetro t. 
Por ejemplo,  

𝑡 = 5 ⇒ {
𝒙 = 𝟐𝟎
𝒚 = 𝟏𝟐
𝒛 = 𝟓 

} que podemos comprobar que es una solución del sistema. 

CASO 3. 

𝐴𝑀 ≡ ⋯ .≡ (
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 0

|
∗
∗
∎
) 

Es decir, 

En alguna fila de AM todos los elementos excepto el término independiente son 0 

Entonces, el sistema NO TIENE SOLUCIÓN, y decimos que es un sistema INCOMPATIBLE. 

EJEMPLO 















2543

63

242

zyx

zyx

zyx

𝐴𝑀 = (
2 −1 −4
1 −3  −1
3 −4 −5

 | 
 2
6
 2
)      ≡     (

2 −1 −4
0 5 −2
0 5 −2

 |
 2
−10
 2
)   ≡    (

2 −1 −4
0 5 −2
0 0 0

 | 
 2
 10
−12

) 

𝐹2 ≡ 𝐹1 − 2𝐹2     𝐹3 ≡ 𝐹2 − 𝐹3  
𝐹3 ≡ 3𝐹1 − 2𝐹3 

Entonces la última ecuación, nos dice que el sistema NO TIENE SOLUCIÓN. 

TRANSFORMACIONES VÁLIDAS PARA SISTEMAS DE ECUACIONES. 

1. Cambiar un fila por una combinación de ella y otra(s) multiplicadas por números diferentes
de 0. 

2. Multiplicar (o dividir) una fila por un numero distinto de 0.

3. Cambiar dos filas de sitio.

4. Cambiar dos columnas, que no sean la de términos independientes, de sitio, teniéndolo en
cuenta cuando reintroduzcamos las incógnitas. 

5. Tachar una fila cuyos elementos sean todos 0.
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EJERCICIOS: 

Calcular todas las soluciones de los siguientes sistemas: 

1. 














233

143

02

zyx

zyx

zyx

  2. 














323

52

832

zyx

zyx

zyx

 3.














2134

2132

2653

zyx

zyx

zyx

4.














16

432

332

zyx

zyx

zyx

  5.  














823

132

72

zyx

zyx

zyx

SOLUCIONES 
1. 

2. 

3. 

4. 

5. 
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2.4. Teorema de Roché – Frobenius. 
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EJEMPLO: 

EJERCICIOS. 

Resolver por este método los ejercicios 1y 3 del apartado anterior. 
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2.6. Sistemas con un parámetro. 

Son sistemas en los que alguno/s de los coeficientes y/o términos independientes no son 
números, dependen de una letra que llamamos parámetro. 

EJEMPLO: 















16

23

33

zyx

kzkyx

zykx

Esta expresión representa un conjunto infinito de sistemas de ecuaciones. Para cada valor de k 
es un sistema diferente. Estos sistemas pueden ser de distinto tipo: compatibles determinados 
o indeterminados e incompatible

Problema tipo: Estudiar el sistema según los diferentes valores del parámetro. 
Método  Suponemos que la matriz del sistema es cuadrada. 
Este método está basado en la siguiente propiedad: 

𝑨 𝒎𝒂𝒕𝒓𝒊𝒛 𝒄𝒖𝒂𝒅𝒓𝒂𝒅𝒂 (𝒏º 𝒆𝒄𝒖𝒂𝒄𝒊𝒐𝒏𝒆𝒔 = 𝒏º 𝒊𝒏𝒄ó𝒈𝒏𝒊𝒕𝒂𝒔) 
𝑫𝒆𝒕 𝑨 ≠ 𝟎⇔ 𝑬𝒍 𝒔𝒊𝒔𝒕𝒆𝒎𝒂 𝒆𝒔 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐 

a) Calculamos el determinante de A.
b) Resolvemos la ecuación, de incógnita k,  𝐷𝑒𝑡𝐴 = 0
c) Entonces:

 Para los valores que no son solución de la ecuación, Sistema compatible
determinado.

 Para cada solución de la ecuación, sustituimos en 𝐴𝑀 y resolvemos por Gauss:
SOLO PUEDE SALIR Compatible Indeterminado o Incompatible.

Veamos el ejemplo: 

𝐴𝑀 = (
𝑘 −1 −3
1 −𝑘  3
1 1 −6

 | 
 3
 2𝑘
 −1
)  ;      𝐴 = (

𝑘 −1 −3
1 −𝑘  3
1 1 −6

)  ;   𝐷𝑒𝑡 (𝐴) = 6𝑘2 − 6𝑘 − 12 

𝐷𝑒𝑡(𝐴) = 0⇔ {
𝑘 = −1
𝑘 = 2

} 

Entonces: 
𝑆𝑖 𝑘 ≠ 1 𝑦 𝑘 ≠ 2, 𝐷𝑒𝑡(𝐴) ≠ 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠 , 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑫𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐.⁡ 

𝑆𝑖 𝑘 = −1, 𝑟𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝐴𝑀 𝑦 ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠: 

𝐴𝑀 = (
−1 −1 −3
1 1  3
1 1 −6

 | 
 3
−2
 −1
) ≡  (

−1 −1 −3
0 0 0
0 0 −9

 | 
 3
 1
 2
) ⇒ 𝑆𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑰𝒏𝒄𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆. 

𝑆𝑖 𝑘 = 2, 𝑟𝑒𝑒𝑚𝑝𝑙𝑎𝑧𝑎𝑚𝑜𝑠 𝑒𝑛 𝐴𝑀 𝑦 ℎ𝑎𝑐𝑒𝑚𝑜𝑠 𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠: 

𝐴𝑀 = (
2 −1 −3
1 −2  3
1  1 −6

 | 
 3
4
 −1
) ≡  (

2 −1 −3
0  3 −9
0 −3  9

 | 
 3
−5
 5
) ≡  (

2 −1 −3
0  3 −9
0 0  0

 | 
 3
−5
 0
) 

𝑦 𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 𝑒𝑠 𝑪𝒐𝒎𝒑𝒂𝒕𝒊𝒃𝒍𝒆 𝑰𝒏𝒅𝒆𝒕𝒆𝒓𝒎𝒊𝒏𝒂𝒅𝒐, 
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EJERCICIOS 
1.Estudiar según el valor del parámetro k el sistema siguiente:















233

143

02

zyx

zyx

kzyx

 

2.¿Para qué valor de α el siguiente sistema tiene más de una solución ?. Resuélvelo en ese
caso. 















323

52

83

zyx

zyx

zyx 

3.Hallar los valores de a para los que el sistema siguiente es Incompatible. Comprueba el
resultado por el método de Gauss. 















2134

203

2653

zyx

zyax

zyx

4.Estudiar el siguiente sistema según los valores del parámetro k.















16

23

33

zyx

kzkyx

zykx

SOLUCIONES 

1. Si 4k , Sistema Compatible Determinado. Una única solución.

Si 4k , Sistema Incompatible. No tiene solución.

2. Si 2  Sistema compatible Indeterminado. Tiene infinitas soluciones. Solución:
Solución: 

( Si 2 , Sistema Compatible Determinado. Una única solución. 

3. Si 
7

8
a , Sistema Incompatible. No tiene solución. 

4. Si 12  kyk , Sistema Compatible Determinado. Una única solución.

Si 2k  Sistema compatible Indeterminado. Tiene infinitas soluciones.

Si 1k , Sistema Incompatible. No tiene solución.
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2.7. PROBLEMAS DE “LA VIDA REAL”. 

En este curso veremos varias situaciones de la vida real que hemos de convertir en problemas 
matemáticos. En primer lugar hemos de ser capaces de situare el problema en el modelo (tema 
del curso) adecuado. Esto lo veremos observando la pregunta que nos hacen: 

Una vez encuadrado el problema, pasamos a plantearlo. Para ello haremos al menos dos 

lecturas del problema, con los siguientes objetivos: 

1ª LECTURA: 

Familiarizarnos con el problema. Entender la situación que se plantea, imaginar que 

estamos dentro del problema. 

Tomar notas de los datos principales. A veces es interesante expresarlos en una tabla. 

Presta atención a las unidades: Kg., Litros, Euros,… 

Identificar las incógnitos. Escribir lo más claro y concreto posible, qué significado tiene 

la x, y, z,.. 

2ª LECTURA: 

Convertir cada frase significativa en una fórmula. En concreto, en este tema esas 

fórmulas serán ecuaciones lineales. En otros temas, puedes ser inecuaciones, y 

funciones más complejas.  

Una vez planteado el problema, lo resolveremos usando los métodos matemáticos adecuados. 

Observa que la solución sea lógica en el contexto de la vida real. (Números positivos-negativos, 

enteros-fraccionarios,…). 

Y, por último, comprueba el resultado en el texto, no en las fórmulas, ya que si el 

planteamiento no es correcto, al comprobar el resultado en las fórmulas no detectaríamos el 

error. 
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PROBLEMAS DE LA VIDA REAL. 
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SOLUCIONES 
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MÁS--- 
Ejercicio nº 1.- 
En una reunión hay 22 personas, entre hombres, mujeres y niños. El doble del número de 
mujeres más el triple del número de niños, es igual al doble del número de hombres. 
a) Con estos datos, ¿se puede saber el número de hombres que hay?
b) Si, además, se sabe que el número de hombres es el doble del de mujeres, ¿cuántos

hombres, mujeres y niños hay?
Solución: 

a) Solo con estos datos no podemos saber el número de hombres (ni el de mujeres,
ni el de niños) que hay. Es un sistema compatible indeterminado; como tenemos tres 
incógnitas, para que pueda ser compatible determinado, necesitamos otra ecuación. 
b) Hay 12 hombres, 6 mujeres y 4 niños.

Ejercicio nº 2- 
Por un rotulador, un cuaderno y una carpeta se pagan 3,56 euros. Se sabe que el precio del 
cuaderno es la mitad del precio del rotulador y que, el precio de la carpeta es igual al precio 
del cuaderno más el 20% del precio del rotulador. Calcula los precios que marcaba cada una 
de las cosas, sabiendo que sobre esos precios se ha hecho el 10% de descuento. 
Solución: 

El rotulador marcaba 1,80 euros, el cuaderno, 0,90 euros y, la carpeta, 1,26 euros. 

Ejercicio nº 3.- 
En una residencia de estudiantes se compran semanalmente 110 helados de distintos 
sabores: vainilla, chocolate y nata. El presupuesto destinado para esta compra es de 540 
euros y el precio de cada helado es de 4 euros el de vainilla, 5 euros el de chocolate y 6 euros 
el de nata. Conocidos los gustos de los estudiante, se sabe que entre helados de chocolate y 
de nata se han de comprar el 20% más que de vainilla. 

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales para calcular cuántos helados de cada sabor se
compran a la semana.

b) Resuelve, mediante el método de Gauss, el sistema planteado en el apartado anterior.
Solución: 

Se compran 50 helados de vainilla, 20 de chocolate y 40 de nata. 

Ejercicio nº 4.- 
Disponemos de tres lingotes de distintas aleaciones de tres metales  A,  B  y  C.  El primer 
lingote contiene 20 g del metal  A,  20 g del  B  y 60 del  C.  El segundo contiene 10 g de  A,  40 
g de  B  y 50 g de  C.  El tercero contiene 20 g de  A,  40 g de  B  y 40 g de  C.  Queremos 
elaborar, a partir de estos lingotes, uno nuevo que contenga 15 g de  A,   
35 g de  B  y 50 g de  C. 
¿Cuántos gramos hay que coger de cada uno de los tres lingotes? 
Solución: 

Habrá que coger 25 g del primer lingote, 50 g del segundo y 25 g del tercero. 

Ejercicio nº 5.- 
Un cliente de un supermercado ha pagado un total de 156 € por 24 l de leche, 6 kg de jamón 
serrano y 12 l de aceite de oliva. Calcular el precio de cada artículo, sabiendo que 1 l de 
aceite cuesta el triple que 1 l de leche y que 1 kg de jamón cuesta igual que 4 l de aceite más 
4 l de leche. 
Solución: 

leche 1 €, jamón 16 € ,aceite 3 € 
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3. INTRODUCCIÓN A LA PROGRAMACIÓN LINEAL.

3.1. Dibujo de rectas 
Una recta es el conjunto de puntos (x,y) del plano, que son solución de una ecuación lineal del 
tipo   𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 , donde a, b y c,  son números conocidos. 

Para dibujar una recta, es suficiente con conocer dos puntos. Siempre que sea posible, 
buscaremos los puntos de corte con los ejes de coordenadas. 
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CASO 4:  𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0, 𝑐 = 0 
Solo hay un punto de corte con los ejes, que es el (0, 0). Buscamos otro punto dándole un valor 
cualquiera a x, y calculando y. 

(3) 2𝑥 + 5𝑦 = 0 
Como el término independiente es 0, pasa por el (0, 0). 
Buscamos otro punto: 

Si 𝑥 = 5 ⇒  10 + 5𝑦 = 0⇒ 𝑦 = −2⇒ (5,−2) 
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3.2.Inecuaciones lineales con dos incógnitas. 

Dibujo la recta. 
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3.3. Sistemas de inecuaciones lineales con dos incógnitas. 
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3.4. Problemas de Optimización- 
Un problema de optimización consta de: 

Una función del tipo 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦 == 𝑎𝑥𝑑 + 𝑏𝑦 + 𝑐 de la que queremos encontrar un 
máximo y/o un mínimo. 
Un sistema de inecuaciones lineales, con incógnitas x e y. 

(*) 
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3.5. Problemas de la vida real. 

Como ya comentamos en la página 32, resolveremos por las técnicas de este tema, los 
problemas de la vida real en que nos pidan: 
Hallar x e y para que z, sea máxima o mínima, donde z  tiene que ser de primer grado: 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐. 

Los problemas más habituales que se resuelven por estas técnicas son: 
PROBLEMAS DE STOCKS (a desarrollar en clase) 
PROBLEMAS DE GASTO MÍNIMO. (a desarrollar en clase). 
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EJERCICIOS DE PROGRAMACIÓN LINEAL 
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4. GEOMETRÍA ANALÍTICA DEL ESPACIO.

4.1. PUNTOS Y VECTORES. 

DEF: Llamamos ESPACIO AFÍN DE DIMENSIÓN 3, y lo representamos por A3 al conjunto: 

 RA3  zyxzyx ,,/),,(  

A los elementos de este conjunto les llamamos PUNTOS y los representamos habitualmente 
por letras mayúsculas: A, B, C,... 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. (1)

Suponemos que existe un sistema de referencia inicial  kjiO ,,;  , donde O es un punto que

llamamos ORIGEN, e kji y,  son tres vectores perpendiculares entre sí y de misma longitud 

(que tomaremos como unidad), desde donde "observamos" el espacio. Así, por ejemplo, el 
punto A = ( 2, 4, 3) quedaría representado así: 

DEF: Sean ),,(y  ),,( 321321 bbbBaaaA  , dos puntos del espacio, llamamos VECTOR FIJO 

DE ORIGEN A Y EXTREMO B y lo representamos por AB a la expresión: 

),,( 332211 abababAB   

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

El vector AB  es el segmento orientado ("flecha"), que empieza en el punto A y acaba en el 
punto B.  

El MÓDULO del vector AB , es la longitud de dicho vector (distancia desde A hasta B), lo 

representamos por  AB  o bien por  AB . Su valor es: 
2

33

2

22

2

11 )()()( abababAB 

La DIRECCIÓN del vector AB  es la de la única recta que pasa por A y B. 
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El SENTIDO del vector AB  es desde A hacia B. 
En el lenguaje coloquial es frecuente utilizar los términos dirección y sentido como sinónimos. 
Matemáticamente son términos claros: 

dirección ( AB ) = dirección ( BA ); pero sentido( AB ) = - sentido ( BA ) 

A nivel práctico los conceptos de dirección y sentido se utilizan pocas veces en términos 
absolutos. Normalmente se utilizan en términos relativos, es decir, para comparar direcciones 
y/o sentidos entre dos ó más vectores, rectas o planos. 

EJEMPLO-OBSERVACIÓN. 

Sean A=(0,2,1), B=(0,4,5), C=(0,4,3) y D=(0,6,7). 

Entonces AB =(0,2,4) y )4,2,0(CD . Es decir, numéricamente AB = CD , pero, 

geométricamente no se representan igual, no son la misma "flecha". 

Para evitar esta paradoja geométrica definimos el concepto de VECTOR LIBRE. 

DEF: El VECTOR LIBRE ),,( 321 vvvv   es el conjunto de los infinitos vectores fijos que tienen 

componentes ),,( 321 vvv . A cada uno de ellos se le llama un representante de v . 

EJEMPLO  (Continuación). 

En el ejemplo anterior, los vectores AB  y CD  son dos representantes del vector libre 

)4,2,0(v . 

En lo sucesivo interpretaremos que todos los vectores son libres excepto cuando se indique lo 
contrario. Al conjunto de todos los vectores libres lo representaremos por V3 

(1) Cuando desarrollamos una teoría matemática no podemos utilizar términos que aún no han sido definidos. En las 
INTERPRETACIONES GEOMÉTRICAS me saltaré este principio pues, en realidad, no forman parte de la teoría.  
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4.2. OPERACIONES CON PUNTOS Y VECTORES. 
SUMA DE VECTORES (Vector + Vector = Vector). 

DEF: Sean ),,( 321 uuuu   y ),,( 321 vvvv   dos vectores. Entonces 

),,( 332211 vuvuvuvu  . 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. (Regla del paralelogramo) 

PROPIEDADES 

1. Asociativa:  wvuwvu  )()(

2. Conmutativa:  uvvu 

3. Elemento neutro:  Sí )0,0,0(O entonces vvOOv  . El vector O  tiene

módulo 0 y carece de dirección y sentido. Gráficamente es un punto.

4. Vector opuesto:  Dado un vector ),,( 321 uuuu  , existe un vector u , tal que 

Ouuuu  .
Este vector cumple las siguientes propiedades: 

a) uu 

b) Dirección  u  = Dirección  u

c) Sentido  u  = - Sentido  u . ( Sentido contrario).

d) ),,( 321 uuuu 

PRODUCTO EXTERNO: (Número • Vector = Vector) 

DEF: Sea α un número y ),,( 321 vvvv   un vector, entonces ),,( 321 vvvv   . Es decir, 

multiplicamos las tres componentes del vector por el número. 
INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 
Al multiplicar un vector por un número: 

 La longitud del vector queda multiplicada por el valor absoluto de ese número:

vv  

 La dirección del vector no cambia.

 Si el número es positivo, el sentido si mantiene. Si es negativo, el sentido se invierte.
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EJEMPLO GRÁFICO 

PROPIEDADES: 

Sean  y    dos números, vu y   dos vectores. Entonces: 

1.   vvv  

2. vuvu   )(

3. vv  )()( 

4. vv 1
PRODUCTO ESCALAR (Vector • Vector = Número). 

DEF: Sean ),,( 321 uuuu   y ),,( 321 vvvv   dos vectores. Entonces 

332211 vuvuvuvu 

INTERPERETACIÓN GEOMÉTRICA. 

Si α es el ángulo que forman los vectores u  y v , entonces, 

)cos( vuvu  

PROPIEDADES: 

vu

vu




)cos(.1 

u.2  y v  son perpendiculares 0 vu

uvvu .3

)()()(.4 wuvuwvu 

vuvu  )()(.5 
2

.6 uuu 
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PRODUCTO VECTORIAL (Vector • Vector = Vector). 

DEF: Sean ),,( 321 uuuu   y ),,( 321 vvvv   dos vectores. Entonces 

),,( 122113312332

321

321 vuvuvuvuvuvu

vvv

uuu

kji

vu   

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

 )sen( vuvu ; donde α es el ángulo que forman u  y v . Este módulo coincide 

con el área que determinan u  y v . 

 La dirección de vu  es la única perpendicular común a u  y v . 

 El sentido es siguiendo La ley del Tornillo(1)

PROPIEDADES. 

1. Asociativa:    wvuwvu  )()(

2. Anticonmutativa:   )( uvvu  .

3. Bilineal:    )()()( wuvuwvu   

 )()()( vuvuvu  

4. Producto Mixto: ),,()( wvuDetwvu  = Volumen que determinan wyvu,
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SUMA DE PUNTOS (punto + punto = punto)(2). 

DEF: Sean ),,( 321 aaaA   y ),,( 321 bbbB   dos puntos. Entonces 

),,( 332211 bababaBA  . 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

A+B es el extremo del vector fijo OBOA

SUMA PUNTO + VECTOR (punto + vector = punto). 

DEF: Sean ),,( 321 aaaA   un punto y ),,( 321 vvvv   un vector. Entonces 

),,( 332211 vavavavA  . 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

vA  es el extremo del representante de v  que tiene su origen en el punto A. 

(1) Si colocamos un tornillo sobre la intersección de los vectores ji y    y giramos en dirección a j , estamos apretando el 

tornillo, es decir, el resultado tiene el sentido del vector k .  

(2) En realidad las operaciones en que interviene puntos son operaciones con vectores, en las que hemos identificado el punto A 

con el vector OA , ya que numéricamente son iguales. 
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EJERCICIOS OPERACIONES CON PUNTOS Y VECTORES. 

Sean 

puntos. dos  y vectores dos )3,6,1(,)3,2,0()7,5,4(,)3,1,2(  BAvu


 

a) Calcular: ABuvBBAvuvuvuuvuu 


2,5,,,,52,3,,

b) Hallar un vector unitario con la misma dirección y sentido que v


.

c) Hallar un vector de módulo 4 con la misma dirección y sentido contrario que u


.

d) Calcular k para que el vector ),2,3( kkw 


sea perpendicular al vector u


. ¿Existe

algún valor de k para el que u


 y w


 tengan la misma dirección?. 

e) Hallar el ángulo que forman los vectores u


 y v


f) Hallar un vector unitario y perpendicular a u


 y v


.

g) Hallar el área del paralelogramo que determinan los vectores u


 y AB

h) Hallar el valor de k para que el triángulo de vértices A, B y ),3,2( kC   tenga área 5.

i) Hallar el volumen del paralelepípedo que determinan los vectores u


 , v


 y AB . 

SOLUCIONES 

a)  u  = 14 ; u + v = )4,4,6(  ; 3u = ( 6, -3, 9); 2u + 5v = ( 24, 23, -29);

 u·v = -18; uv = (-8, 26, 14); A + B = (-1,8,6); B + 5v = (19, 31,-32); 

2u + AB = ( 3, 2, 6)  

b) )7,5,4(
103

1
  

c) )12,4,8(
14

1
  

d) 4k  ; no.

e) º47,120)
35

3
arccos( 



f) )7,13,4(
263

1


g) 202

h) 
17

19
3k

i) 112
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4.3. ECUACIÓN DE LA RECTA. 

DEF: Sea ),,(y   puntoun  ),,( 321321 vvvvaaaA  un vector distinto del 0 . La RECTA QUE 

PASA POR A Y TIENE DIRECCIÓN (ó VECTOR DIRECTOR) v , es el conjunto de infinitos puntos: 

 vAQQ   R/ /Ar 3   (1) 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

La expresión v , donde  representa cualquier número, nos da todos los múltiplos de v , 
que son una familia infinita de vectores que tienen la misma dirección. La suma de un punto 
más cada uno de esos vectores nos da los infinitos puntos de la recta 

ECUACIÓN VECTORIAL. 

Si en la fórmula (1) escribimos ),,( zyx para expresar las coordenadas del punto Q, tenemos: 

),,(),,(),,( 321321 vvvaaazyx    (2) 

ECUACIONES PARAMÉTRICAS. 
Si en la fórmula (2) igualamos cada componente por separado: 















33

22

11

vaz

vay

vax







(3) 

ECUACIÓN CONTINUA. 

Si suponemos que 0,0,0 321  vvv , entonces podemos despejar  en las tres 

ecuaciones de (2), e igualando: 

3

3

2

2

1

1

v

az

v

ay

v

ax 






(4) 

Si una de las componentes es 0, por ejemplo 0,0,0 321  vvv , entonces la ecuación 

continua queda en dos partes: 
















3

3

2

2

1

v

az

v

ay

ax
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Si son cero dos de las componentes, por ejemplo 0,0,0 321  vvv , entonces, no 

podemos hablar de ecuación continua, pues las ecuaciones parmétricas serían: 















)(

2

1

Rz

ay

ax

que corresponden a una recta paralela al eje Z. 

ECUACIONES CARTESIANAS 

Si en (4) tomamos dos de las igualdades, multiplicamos en cruz y agrupamos términos 
tenemos: 









2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA

OBS: En todas las ecuaciones, excepto en las cartesianas, las coordenadas del punto A y las 

componentes del vector v  están visibles y por lo tanto es muy sencillo pasar de unas a otras.  

Para pasar de cartesianas a cualquiera de las otras formas, resolvemos el sistema (sistema 
compatible indeterminado) y tenemos las ecuaciones paramétricas. 
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EJERCICIOS. ECUACIONES DE LA RECTA. 

1. Dar las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua y cartesianas de las rectas:

a) Que pasa por el punto A = ( 2, 3, 1) y tiene vector director )7,4,5(v


b) Que pasa por el punto B = ( 2, 0, -3) y tiene vector director )1,3,2( u


c) Que pasa por el punto C = ( 1, 5, 4) y tiene vector director )1,0,4( w


 

d) Que pasa por el punto D = ( -3, 1, 0) y tiene vector director )0,1,0(j


e) Que pasa por los puntos A y C

f) Que pasa por los puntos A y B

2. Hallar un punto y el vector director de las rectas:

a) b) 

c) d) 

e) f) 

 

 

  

 

0 z x 

0 y 
: r 

g) 

 

 

 

 

4 y 

0 x 
: r 

h) 

i) j) 















t1z

t22y

t3x

:r














t42z

t31y

t2x

:r

1

2z

3

y

1

2x
:r
















4zyx2

0z2yx2
:r









02z4y3x

01zy2x
:r
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SOLUCIONES 
1 a)  b) 

 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación

































957

754

7

1

4

3

5

2

71

43

52

)7,4,5()1,3,2(),,(

zx

-yx-

zyx

z

y

x

zyx









 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación






























93

42

3
32

2

3

3

22

)1,3,2()3,0,2(),,(

zy

zx

z
yx

z

y

x

zyx









c)  d) 

 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación










































5

174

5

1

4

4

1

4

5

41

)1,0,4()4,5,1(),,(

y

zx

y

zx

z

y

x

zyx







 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación

































0

3

0

3

0

3

)0,1,0()0,1,3(),,(

z

x

z

x

z

y

x

zyx





e)  f) 

 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación











 

























73

72

3

1

2

3

1

2

31

23

2

)3,2,1()1,3,2(),,(

zx

yx

zyx

z

y

x

zyx









 :scartesiana Ecuaciones

 :continua Ecuación

 :asparamétric Ecuaciones

 :vectorial Ecuación








































934

2

4

1

3

3

2

41

33

2

)4,3,0()1,3,2(),,(

zy

x

zy

x

z

y

x

zyx







2.a) )1,2,3()1,2,0(  vP  b) )4,3,2()2,1,0(  vP

c) )1,3,1()2,0,2(  vP d) )4,2,3()4,0,4(  vP

   e) )1,1,1()0,
5

3
,

5

1
(  vP  f) )1,0,1()0,0,0(  vP

g) )1,0,0()0,4,0(  vP  h) )1,5,1()3,5,
2

1
(  vP

   i) )5,2,2()1,3,
3

7
(  vP  j) )3,2,1()6,1,0(  vP
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4.4. ECUACIÓN DEL PLANO. 

DEF: Sea ),,(y ),,(  , puntoun  ),,( 321321321 vvvvuuuuaaaA  dos vectores distintos 

del 0  y con )()( vdirudir   El PLANO QUE PASA POR A Y TIENE DIRECCIÓN  vu, es el

conjunto de infinitos puntos: 

 vuAQQ   R/ /A3 ,Π (1) 

INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA. 

La expresión vu   , nos da todos los vectores que se pueden formar con múltiplos de u  y 

v  (espacio generado por u  y v ). La suma de un punto más cada uno de esos vectores nos da 
los infinitos puntos del plano. 

ECUACIÓN VECTORIAL. 

Si en la fórmula (1) escribimos ),,( zyx para expresar las coordenadas del punto Q, tenemos: 

),,(),,(),,(),,( 321321321 vvvuuuaaazyx    (2) 

ECUACIONES PARAMÉTRICAS. 

Si en la fórmula (2) igualamos cada componente por separado: 















333

222

111

vuaz

vuay

vuax







(3) 

ECUACIÓN GENERAL. 

Eliminando los parámetros  y  , es decir, despejando   en una ecuación y sustituyendo en 

las otras, y haciendo lo mismo con  , tenemos: 

DCzByAx   (4) 
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PROP: En la situación anterior, la ecuación general del plano la podemos obtener también 
haciendo: 

0

333

222

111









vuaz

vuay

vuax

 

VECTOR NORMAL. 

DEF: Decimos que un vector n es NORMAL a un plano si es perpendicular a dicho plano. 

PROP: Sí DCzByAx  es la ecuación general de un plano  , entonces ),,( CBAn   

es un vector normal a ese plano. 

Análogamente, la ecuación del plano que pasa por el punto ),,( 321 aaa y es perpendicular al 

vector ),,( CBAn  es: 

321 CaBaAaCzByAx 

EJEMPLO 
Plano que pasa por el punto 𝐴 = (4,−1 , 7) y tiene dirección [(5, 3, 2 );  (1, 0, −2)] 

Podemos dar “directamente” la ecuación general: 

|
𝑥 − 4 5 1
𝑦 + 1 3 0
𝑧 − 7 2 −2

| = 0
𝑝𝑜𝑟 𝑎𝑑𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠
⇔         − 6(𝑥 − 4) + 12(𝑦 + 1) − 3(𝑧 − 7) = 0⇔ 

𝑠𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑓𝑖𝑐𝑎𝑑𝑛𝑑𝑜 𝑝𝑜𝑟 (−3)
⇔                  2𝑥 − 8 − 4𝑦 − 4 + 𝑧 − 7 = 0⇔𝐸𝑐𝑢𝑎𝑐𝑖ó𝑛:     𝟐𝒙 − 𝟒𝒚 + 𝒛 = 𝟏𝟗 

Además tenemos el vector normal o perpendicular:     𝒏⃗⃗ = (𝟐,−𝟑, 𝟏) 
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4.5. POSICIÓN RELATIVA. 

a) RECTA-RECTA
Sean r y s dos rectas del espacio, expresadas en ecuaciones cartesianas: 

















4444

3333

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
s

DzCyBxA

DzCyBxA
r

Planteamos el sistema de los puntos en común (1) a r y s : 























4

3

2

1

444

333

222

111

D

D

D

D

CBA

CBA

CBA

CBA

AM

Resolvemos (por el método de Gauss). Entonces: 
- Si el sistema es Compatible Indeterminado, r y s tienen infinitos puntos en común, y las dos 
rectas son iguales.  

- Si el sistema es Compatible Determinado, r y s tienen un único punto en común, y las dos 
rectas se cortan en un punto: 

- Si el sistema es Incompatible, r y s no tienen puntos en común. Hay dos posibilidades: 

a) 





























0

*

*

000

000

*0

**

MA  Que son dos rectas paralelas: 

b) 




























*

*

*

000

00

*0

**

MA  Que son dos rectas que se cruzan 
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Observación: Si las rectas están en cualquiera de las otras formas(vectorial, paramétricas o 
continua), es fácil obtener un punto de cada una de ellas: Pr y Qs, y sus vectores directores: vr y 
vs respectivos. 
Entonces podemos estudiar la posición relativa así: 
- Si vr y vs tienen la misma dirección (son proporcionales): 

- Pr está en s, entonces r = s. 
- Pr no está en s, entonces r y s son paralelas.  

- Si vr y vs no tienen la misma dirección (no son proporcionales): 

- 0),,( srsr vvQPDet , entonces r y s se cortan en un punto. 

- 0),,( srsr vvQPDet , entonces r y s se cruzan. 

b) RECTA-PLANO
Sea r una recta de ecuaciones cartesianas: 









2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
r

 un plano de ecuación general: 

3333: DzCyBxA Π

Planteamos el sistema de los puntos en común a r y  : 



















3

2

1

333

222

111

D

D

D

CBA

CBA

CBA

AM

Resolvemos (por el método de Gauss). Entonces: 

- Si el sistema es Compatible Indeterminado, r y  tienen infinitos puntos en común, r está 

contenida en .   

- Si el sistema es Compatible Determinado, r y  tienen un único punto en común, y se cortan 
en un punto: 

- Si el sistema es Incompatible, r y s no tienen puntos en común. r es paralela a . 
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Observación: 
Si vr es el vector director de la recta r, Pr un punto de ella y n es el vector normal al 

plano  Entonces: 
- Si vr y n son perpendiculares, es decir: vr n = 0: 

- Pr está en , entonces r contenida en . 

- Pr no está en , entonces r es paralela a .  

- Si vr y n  no son perpendiculares, es decir: vr n  0: 

- r y  se cortan en un punto. 

c) PLANO-PLANO.
Sean 

11111 : DzCyBxA   y 
22222 : DzCyBxA   las ecuaciones generales 

de dos planos, entonces: 

- Si 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 (2) , entonces 1 = 2 

- Si 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 (3) , entonces 1 y 2 son paralelos 

- Si no se cumple ninguna de los dos condiciones anteriores, 1 y 2 se cortan en una recta r 
En este caso, las ecuaciones cartesianas de la recta r son: 









2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
r

Es decir, juntar las ecuaciones de 1 y 2 . 

(1) Cuando unimos las ecuaciones de dos o más elementos(rectas y/o planos) en un sistema, las soluciones del sistema de 
ecuaciones son los puntos que están simultáneamente en todos esos elementos. 

(2) Se entiende que si alguno de los denominadores es 0,,el correspondiente numerador también tiene que ser 0. 
(3) Igual que en el anterior excepto si D2 es 0, en cuyo caso no es necesario que el numerador sea también 0 para que sean 

paralelos. 

TRES PLANOS 
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Para estudiar más de dos elementos, en general, se estudian dos a dos. Sin embargo, haremos 
una excepción con el caso de los tres planos, pues nos sirve para interpretar geométricamente 
los sistemas de 3 ecuaciones con 3 incógnitas: 

Nota;  Observa que si descartamos planos iguales y paralelos solo quedan tres casos : 
S.C.D.: Los tres planos se cortan en un punto. “La esquina” 
S.C.I.: Los tres planos se cortan en una recta  “La puerta giratoria” 
S.I.  : Los planos se cortan dos a dos. “La tienda de campaña”. 
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4.6 Ángulos. 

a) RECTA-RECTA
Sean r y s dos rectas del espacio, vr y vs sus vectores directores respectivos y. Entonces: 

sr

sr

vv

vv




cos

Observaciones 
1. Se considera el ángulo por el camino más corto.

2. No es necesario que las rectas se corten. Si r y s se cruzan, entonces el ángulo entre r y s es
el ángulo entre r y cualquier paralela a s (t) que corte con s.

b) RECTA-PLANO

Si vr es el vector director de la recta r, n es el vector normal al plano  y  es el ángulo que 

forman r y , entonces: 










nv

nv

r

r
 cossen

Observación. 

En esta fórmula aparece el sen, pues estamos buscando el complementario del ángulo  que 

forman vr y n. 
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c) PLANO-PLANO.

Sean n1 y n2 los vectores normales a los planos 1 y 2 respectivamente y  el ángulo que 
forman dichos planos. Entonces: 

21

21
cos

nn

nn






Observación. 
El ángulo que forman dos planos es el mismo que forman sus perpendiculares. 

4.7 Distancias. 

a) PUNTO-PUNTO.

2

33

2

22

2

11 )()()(),( abababABBADIST 

b) PUNTO-RECTA.

Sea P un punto y r una recta. Si Q es un punto cualquiera de r y vr su vector director, entonces: 

r

r

v

vPQ
rPDIST


),(

Observación: 
La distancia de un punto a una recta se considera como la distancia mínima de dicho punto a 
los puntos de la recta. Este mismo criterio lo seguimos en las fórmulas sucesivas.  

c) PUNTO-PLANO.

Sea P un punto y  un plano. 

Sí ),,( 321 pppP   y la ecuación general de  es 0 DCzByAx , entonces: 

222

321
),(

CBA

DpCpBpA
PDIST





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d) RECTA-RECTA.

El cálculo de la distancia entre dos rectas depende de la posición relativa entre ellas. 

- Si r = s , o r y s se cortan en un punto, entonces:  DIST(r, s) =0. 

- Sí r es paralela a s, y P es un punto de r, entonces  DIST(r, s) = DIST(P, s) , y hay que utilizar la 
fórmula de la distancia de un punto a una recta. 

- Sí r y s se cruzan, P es un punto de r, Q un punto de s y vr y vs los vectores directores 
respectivos, entonces: 

sr

sr

vv

vvPQDet
srDIST




),,(
),(

Observación: 
En la práctica, basta ver si los vectores directores tienen la misma dirección o no. 
Sí la tienen actuamos como en el caso de rectas paralelas; si las rectas son la misma, la 
distancia nos dará 0. 
Sí no la tiene actuamos como en el caso en que se cruzan; sí las rectas se cortan, el 
determinante del numerador de la fórmula será 0, y ya no hace falta calcular el denominador. 

e) RECTA-PLANO.

- Si r contenida en  ó se cortan en un punto, entonces la distancia es 0. 

- Si r es paralela a , hallamos un punto de r y usamos la fórmula de la distancia PUNTO-
PLANO. 

f) PLANO -PLANO.

- Si 1 = 2 ó se cortan en una recta, entonces la distancia es 0. 

- Si 1 es paralelo a 2, hallamos un punto de 1 y usamos la fórmula de la distancia PUNTO-
PLANO. 
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5.FUNCIONES.

5.1 Conjuntos  numéricos 

Números Naturales: Son los números más simples de los que hacemos uso, se denotan 
por  y están formados por los números 0,1,2,3,4,5...  

Números Enteros: la insuficiencia de los números naturales para contar deudas o 
temperaturas por debajo de cero lleva directamente a los números enteros. Se 
denotan por  y están formados por los números naturales, sus inversos aditivos y el 
cero. El conjunto de los números enteros incluye a los naturales, . 

. 

Operaciones en 

Suma y resta 
Vamos a recordar con algunos ejemplos corno se suma y se resta en el conjunto 
de los números enteros:  

 8 + (-5) = 3 
6 - (-4) = 10 
-5 + (-3) = -8  
-10-(-3)=-7  

Producto y  cociente  
Al multiplicar y dividir números enteros hay que recordar que ocurre con los 
signos:  

+ operado con + = +  
+ operado con -  =  - 
 - operado con + =  - 
-  operado con  - = + 

Estos criterios se seguirán conservando al pasar a trabajar con números de los 
conjuntos superiores.  
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Números Racionales: la insuficiencia de los números enteros para denominar partes 

de unidad lleva directamente a los números racionales. Se denotan por  y son todos 
aquellos que se pueden expresar como cociente de dos enteros. 

Expresión decimal en 

Para pasar de fracción a decimal basta con hacer la división del numerador entre el 
denominador. Pueden darse los siguientes casos, según sea la expresión decimal 
resultante: 

El número es un entero. Si el numerador es un múltiplo del denominador. 

Por ejemplo:  
52

13
= 4 

Expresión decimal exacta: Si tiene un número finito de decimales. 

Por ejemplo:  
7

8
= 0,675 

Expresión decimal periódica pura: Si tiene un número infinito de decimales que 
se repiten. La parte que se repite se llama periodo.  

Por ejemplo: 
6

11
= 0.545454… = 0, 54̂. El periodo es 54. 

Expresión decimal periódica mixta: Si tiene un número infinito de decimales que 
se repiten a partir de una cierta posición decimal. La parte que se repite se llama 
periodo y la parte decimal previa al periodo se llama anteperiodo.  

Por ejemplo: 
4

15
= 0,26666… = 0,26̂. El periodo es 6 y el anteperiodo 2. 

Recíprocamente, todo número con un desarrollo decimal, de los tipos anteriores, 
puede expresarse como fracción.  

Operaciones en 
Suma y resta de fracciones: 

Producto  y cociente 

𝑎

𝑏
∙
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑

𝑎
𝑏⁄

𝑐
𝑑⁄
=
𝑎

𝑏
:
𝑐

𝑑
=
𝑎𝑑

𝑏𝑐
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Números Irracionales: Se denotan por  y son el conjunto de los números con infinitos 
decimales, no periódicos. Estos números no se pueden escribir exactos usando 
decimales, por lo que se utiliza alguna letra o símbolo de operación para expresarlos. 
Cuando queremos usar estos números en “la vida real” tomamos tantos decimales 
como necesitemos. Los más famosos son: 
El número pi:    𝜋 ≅ 3,1415926… 
El número e:     𝑒 ≅ 2,71828… 

Las raíces no exactas, por ejemplo. √2 ≅ 1,4142…. 
Números Reales: Es la unión entre el conjunto de los números racionales y los 
irracionales 

. 
Este es el conjunto de números que usaremos habitualmente en este curso.  
Números Complejos: Se denotan por . Definimos el número  para poder trabajar 

con raíces de números negativos: . Todos los números complejos  tienen la 
forma (forma binómica): 

 , donde  y  son números reales. 
Suma : 

 Producto: 

Cociente: 

Tenemos otra forma de representar y operar con los números complejos (forma polar), 
interpretándolos como vectores.  
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5.2 Números Reales 
Representación gráfica. 

“Dibujamos una recta, elegimos un punto origen, y una unidad. Entonces, para cada 
punto de la recta existe un número real y viceversa.”  

Subconjuntos  de

Intervalos y semirrectas. 

Un intervalo es un subconjunto de la recta, comprendido entre dos puntos fijos llamados 
extremos. 

Ejemplo de Intervalo:  b,aI  , donde a es el extremo inferior del intervalo y b es el

extremo superior del mismo, además ba   

Tipos de Intervalos 

Puntos aislados. 

En ocasiones queremos referirnos a uno o varios puntos aislados. Usamos un símbolo de 
llave: 
Por ejemplo: 
{𝑎, 𝑏. 𝑐}       
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5.3 Polinomios. 
Definición: Un Polinomio de grado n es una expresión del tipo: 

01

1

1 ...)( axaxaxaxP n

n

n

n  



donde 
0,,,...,, 011  nnn aaaaa es,coeficient  llamamos   quenúmeros)(son

  y   𝒙 
es una letra (que representa números desconocidos)  que llamamos incógnita o variable. 
Ejemplo: P(x) = 5x3 + 3x2 − 2x − 6 es un polinomio de grado 3. 

Operaciones con polinomios. 
Suma/resta. 

Para sumar( restar) polinomios, sumamos(restamos) entre sí aquellos monomios que 
tengan la misma potencia. 
Por ejemplo, consideremos los polinomios 
P(x)= 3x5 + 2x3 - 5x2 + 6  y  Q(x) = 8x3 + 3x2 - x - 4 
El polinomio resultante de la suma P(x) + Q(x)= 3x5 + 10x3 - 2x2 - x + 2 
Fíjate, aquellos monomios cuya potencia  aparece solo en un polinomio, los hemos copiado 
y hemos sumado aquellos monomios que tenían el mismo grado: 
2x3 + 8x3 = 10x3 
-5x2 + 3x2 = -2x3 
6 - 4 = 2 

Producto: 

Para multiplicar dos monomios, multiplicamos los coeficientes y sumamos las potencias de 
x: 

Ejemplo:  5x4 ∙ 4x3 = 20x7 

Para multiplicar dos polinomios, multiplicamos cada monomio del primer polinomio por 
cada polinomio del segundo. Luego sumamos aquellos monomios con el mismo grado. 

Ejemplo: 
P(x)  = 2x 2  -  3     Q(x)  = 2x 3  -  3x 2  + 4x  

Se multiplica cada monomio del primer polinomio por todos los elementos segundo 
polinomio. 

P(x)  ·   Q(x)  = (2x 2  -  3)  ·  (2x 3  -  3x 2  + 4x)  =  
= 4x 5  − 6x 4  + 8x 3  − 6x 3  + 9x 2  − 12x =  

Se suman los monomios del mismo grado. 
= 4x 5  − 6x 4  + 2x 3  + 9x 2  − 12x 
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División: 

Veamos la división de polinomios con un ejemplo: 
Sean: 

P (x )  =  2x 5  +  2x 3  −x  -  8          Q(x )  =  3x 2  −2  x  +  1  
Vamos a calcular:  P(x) :  Q(x) 
A la izquierda situamos el dividendo. Si el polinomio no es completo dejamos huecos en los 
lugares que correspondan. 

A la derecha situamos el divisor dentro de una caja. 
Dividimos el primer monomio del dividendo entre el primer monomio del divisor.  x5 : x2 = 
x3  
Multiplicamos cada término del polinomio divisor por el resultado anterior y lo restamos 
del polinomio dividendo: 

Volvemos a dividir el primer monomio del dividendo entre el primer monomio del divisor. 
Y el resultado lo multiplicamos por el divisor y lo restamos al dividendo.  2x4 : x2 = 2 x2  

Procedemos  igua l  que  antes .  5x 3  :  x 2  =  5  x  

Vo lvemos  a  hacer  las  mismas  o perac io nes .  8x 2  :  x 2  =  8  

Coc iente :  𝑥3 + 2𝑥2 + 5𝑥 + 8. Resto :   10𝑥 − 16 
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EJERCICIOS.  

1 . Calc ular  y  s impl i f i c ar :
a) .  ( so l :  )

b) (so l :  )

c) (so l :  )  

so luc io nes :  

a) b)  c )

.  d) e) f )

Ecuaciones polinómicas. Descomposición en factores. 
Ecuaciones de· primer grado con una incógnita 

En estas ecuaciones hay una sola incógnita y su potencia es siempre la unidad. Los pasos a 
seguir para su resolución se muestran en los siguientes ejemplos:  

- Ejemplo 1: 

Se colocan en un miembro de la ecuación todos Los términos que contienen la incógnita y en el otro 
miembro todos Los números:  

Se realizan las sumas y restas en cada miembro: 

Siempre que la incógnita nos quede negativa, se multiplicará toda la ecuación por -1 (lo que equivale a 
cambiar los signos en los dos miembros):  

Se divide por el número que multiplica a la incógnita toda la ecuación, consiguiéndose así la incógnito 
despejada:  

-Ejemplo 2: 
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En este caso se deben deshacer los paréntesis y nos encontraremos con una situación similar a la del 
ejemplo 1:  

-Ejemplo 3: 

En este caso debemos buscar el m.c.m de los denominadores (l0 en este caso) y transformar cada 
fracción:  

Se multiplica toda la ecuación por el m. c. m, con lo que se eliminan todos los denominadores 

Ecuaciones de segundo grado con una incógnita 

Son ecuaciones en las que la incógnita se encuentra elevada al cuadrado.  
Tienen la forma: ax2 + bx + c = 0. A los números a, b y c se les llama coeficientes de la 
ecuación.  
Para resolver este tipo de ecuaciones se debe aplicar la formula:  

Se llama discriminante de la ecuaci6n a:  d = b2 − 4ac . Dependiendo del signo del 
discriminante nos podemos encontrar con los siguientes casos:  
* Si  d > 0  la ecuación tendrá dos soluciones reales.
* Si  d = 0  la ecuación tiene una solución real doble.
* Si  d < 0 la ecuación no tiene solución en los números reales (aunque tendrá dos
soluciones complejas).  

Descomposición en factores según las soluciones de la ecuación. 
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Ejemplos: 

Descomposición: 2𝑥2 − 𝑥 − 1 = 2 ∙ (𝑥 − 1) ∙ (𝑥 +
1

2
) 

Descomposición: 4x2 + 4x + 1 = 4 ∙ (x +
1

2
)2 

No se puede descomponer en factores. 

Ecuaciones de grado mayor que 2. Método de Ruffini. 

Aunque existen fórmulas para la resolución de ecuaciones de 3º y 4º grado, su complejidad es tal que 
no se suelen utilizar en la práctica. 
Nos conformaremos con buscar las soluciones que sean números enteros. 

Método de Ruffini. 
Es un método para hallar por tanteo las solucione enteras de ecuaciones de grado mayor o igual a 3. 
Está basado en la propiedad: 

“si un número entero es solución de una ecuación polinómica, entonces es un divisor del término 
independiente”   

Está propiedad ´limita las posibles soluciones, y hace factible el método. 
Veamos como es con un ejemplo:  

Ejemplo: Factorizar  
Se aplica la regla de Ruffini, probando los divisores del término independiente, en este caso de 12. O 
sea que se prueba con 1, -1, 2, -2, 3, -3, 4, -4, 6, -6, 12 y –12 

12164 234  xxxx
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Probemos con 1: 
Se copian los coeficientes del polinomio: 

1 -4 -1 16 -12 
Y se escribe en una segunda línea el número uno 

1 -4 -1 16 -12 
1 

 El primer coeficiente se copia abajo en una tercera línea 
1 -4 -1 16 -12 

1 

1 

 Se multiplica ese coeficiente, uno (1), por el número que estamos probando, en este caso también 
uno (1), o sea uno por uno = uno (1). Este uno se escribe debajo del siguiente coeficiente, o sea del –4 

1 -4 -1 16 -12 
1 1 

1 

Se suma –4+1=-3 

1 -4 -1 16 -12 
1 1 

1 -3 

Se multiplica –3 por 1=-3 y se escribe debajo del siguiente coeficiente, -1 

1 -4 -1 16 -12 
1 1 -3 

1 -3 
Se suma –3-1=-4 y así sucesivamente 

1 -4 -1 16 -12 
1 1 -3 -4 12 

1 -3 -4 12 0 
Como vemos la última suma ha dado cero. Eso quiere decir que 1 es una raíz del polinomio y que nos 
sirve para factorizar. 
Si hubiera dado distinto de cero habría que seguir probando los demás divisores de 12. 
Los coeficientes que han quedado en la última fila, en realidad son los coeficientes del cociente de 
dividir el polinomio entre(x − 1). 
Por lo tanto 

=  

De hecho ya hemos factorizado el polinomio, pero el segundo factor de tercer grado hay que intentar 
seguir factorizando, de nuevo por la regla de Ruffini. 
Aplicando sucesivas veces esta regla queda: 

12164 234  xxxx   12431 23  xxxx
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1 -4 -1 16 -12 
1 1 -3 -4 12 

1 -3 -4 12 0 
2 2 -2 -12 

1 -1 -6 0 
-2 -2 6 

1 -3 0 

Como las raíces son, 1, 2 y –2 y el último cociente es x-3 
La factorización final es: 

= 

Si en las sucesivas pruebas no encontramos ningún resto cero, quiere decir que el polinomio no se 
puede factorizar dentro de los números enteros, pero si hemos llegado hasta un factor de 2º grado, lo 
podríamos terminar por la fórmula de la ecuación de 2ª grado. 

12164 234  xxxx     3221  xxxx
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EJERCICIOS. ECUACIONES DE PRIMER GRADO.  
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ECUACIONES DE  SEGUNDO GRADO.  
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SOLUCINES 
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MÉTODO DE RUFFINI .  

Descomponer en factores de primer grado los siguientes polinomios: 

a) 55)( 23  xxxxp  

b) 12164)( 234  xxxxxp  

c) 1243)( 23  xxxxp  

d) 842)( 23  xxxxp  

e) 43)( 23  xxxp  

f) 15972)( 234  xxxxxp  

SOLUCIONES 
a) )5()1()1()(  xxxxp

b) )3()2()2()1()(  xxxxxp

c) )3()2()2()(  xxxxp

d) )2()2()( 2  xxxp

e) )1()2()( 2  xxxp  

f) )
2

1
()1(2)( 3  xxxp
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5.4. FUNCIONES. INTRODUCCIÓN. 

IDEA DE FUNCIÓN 
Una función real de variable real, es una aplicación de un subconjunto  D   de los números 
reales, en ℝ  que a cada número   x (origen)  le hace corresponder un número  y= f(x) (imagen). 

𝑓:𝐷 ⊆ ℝ →         ℝ 

 𝑥 →         𝑓(𝑥) 

Al conjunto  D  le llamamos Dominio de f(x). Lo representamos por 𝐷𝑜𝑚 𝑓(𝑥) 

EJEMPLOS: 
1) Una sucesión es una función cuyo dominio es ℕ, por ejemplo:

𝒇(𝒏) = 𝟐𝒏 − 𝟏,   𝒏 ∈ ℕ 
2) Las funciones que mejor podemos estudiar, son aquellas definidas con una única fórmula,
aunque hay algunas que necesitan más de una: 
En una determinada ciudad, el recibo mensual del agua sigue las siguientes reglas: 

5 € fijos de mantenimiento de instalación. 

Los primeros 18 metros cúbicos, se pagan a    4€
𝑚3⁄

Los metros cúbicos que sobrepasen los 18, se pagan a 6 €. 
Entonces: 
𝑥 = 𝑚3  consumidos un cierto mes. El dominio  [0 , +∞[ 
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝐶𝑎𝑛𝑡𝑖𝑑𝑎𝑑 𝑎 𝑝𝑎𝑔𝑎𝑟 𝑒𝑥𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎𝑑𝑎 𝑒𝑛 €.  
Necesitamos dos fórmulas para expresar esta función. (función definida a trozos): 

𝑓(𝑥) = {
5 + 4𝑥 ,                                   𝑠𝑖 0 ≤ 𝑥 ≤ 18

5 + 18 ∙ 4 + (𝑥 − 18) ∙ 6,     𝑠𝑖 𝑥 > 18 
 ; y simplificando: 

𝑓(𝑥) = {
5 + 4𝑥 ,  0 ≤ 𝑥 ≤ 18
 6𝑥 − 31,  𝑠𝑖 𝑥 > 18 

3) Muchas situaciones de la vida real se pueden explicar mediante funciones, aunque no
mediante fórmulas,  por ejemplo: 
𝑥 = momento del día 8 de Mayo e 2009, expresado en horas.  El dominio [0 , 24[ 
𝑦 = 𝑓(𝑥) temperatura en Moscú el día 8 de Mayo de 2009.  

TABLA DE VALORES 
Son tablas que representan algunos de los valores origen e imagen de la función. 
En los ejemplos anteriores 
1)            2)  
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3) Supongamos que se toman las temperaturas cada 4h. La tabla podría ser:

O bien tomándola cada 2 horas: 

Y así podríamos aumentar el número de datos, tomándola cada hora, o cada media hora,… 
(Estos valores son inventados, no corresponden a mediciones reales) 

GRÁFICA  
La gráfica de una función es el  conjunto de puntos del plano: 

𝐺𝑟𝑎𝑓 𝑓(𝑥) = {(𝑥, 𝑦), 𝑡𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝑓(𝑥) , 𝑦 = 𝑓(𝑥) } 
EJEMPLOS 

1) En el primer ejemplo la gráfica es un conjunto de infinitos puntos  aislados. Como veremos
más adelant4e, estos puntos estarían sobre una recta´, ya que la fórmula que define esta 
sucesión es de primer grado. 
De hecho esta sucesión es una progresión aritmética de primer elemento  -1 y razón 2.  
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2) En el segundo, la gráfica está compuesta por dos segmentos que coinciden en un punto  .La
dibujamos a partir de los datos de la tabla: 

3) La gráfica correspondiente a la tercera función es desconocida, pero conociendo un número
grande de puntos podríamos tener una buena aproximación a su gráfica: 

OBSERVACIÓN 
En esta última gráfica, a partir de unos puntos conocidos, nos hemos inventado el resto de la 
gráfica. 
En este tema aprenderemos las técnicas para obtener gráficas precisas, sin inventar nada, al 
menos para funciones de las que conozcamos su o sus fórmulas. 
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5.5. FUNCIONES BÁSICAS  
Vamos a ver a continuación una serie de funciones que, por su sencillez o peculiaridades, no 
necesitamos hacer un estudio exhaustivo de sus características para poder dibujar su gráfica. 

Funciones Polinómicas. 
Definición: Una función Polinómica de grado n es una expresión del tipo: 

01

1

1 ...)( axaxaxaxfy n

n

n

n  



donde 0,,,...,, 011  nnn aaaaa . 

Grado 0. Función Constante. 

axfy  )(

La gráfica es una recta horizontal. En todos los puntos de la recta, la coordenada y =a 

Ejemplo: 

3)(  xfy  

Observaciones: 
1.- En particular, la ecuación del Eje X es  y = 0  
2.- De la misma forma, x = a es una recta vertical, y x = 0, es la ecuación del Eje Y. 

 Grado 1. Rectas Oblicuas. 

.0,)(  abaxxfy  

 La gráfica es una recta de pendiente(1) a.  Para dibujar la gráfica, buscamos, siempre que sea 
posible, los Puntos de Corte con los Ejes de Coordenadas: 

Eje X: 
a

b
xy


 0

Eje Y:     byx  0  

y con estos dos puntos, ya podemos dibujar la recta. 

Ejemplo: 

66030:

20630:

:

63)(







yyxYEje

xxyXEje

CortedePuntos

xxfy
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Gráfica: 

Observación: 
Sí b = 0, los dos puntos de corte son el mismo. Para dibujar la gráfica, en este caso, tenemos 
que encontrar un segundo punto(2), dándole un valor cualquiera a x y hallando y. 

 Grado 2.Parábolas. 

0,)( 2  acbxaxxfy

La gráfica es una Parábola: 

Para dibujar la gráfica de una parábola, calculamos: 
Puntos de Corte con los ejes: 

Eje X : 
a

acbb
xcbxaxy

2

4
00

2
2 



Eje Y:  cycbayx  000 2

Vértice: 

a

acb
yndosimplificac

a

b
b

a

b
ay

a

b
x

4

4
)(

222

22









 








 





Observaciones: 

1.- Dependiendo del signo de acb 42  , la parábola puede tener 2 puntos de corte con el 
Eje X, un único punto de corte con el Eje X (que coincide con el vértice) ó ningún punto de 
corte con el Eje X. 
2.- Para no tener que recordar la fórmula del Vértice, podemos aplicar la teoría general 
para el cálculo de máximos y/o mínimos relativos: 
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.,
2

02

2

antesqueigualcalculamoslaycoordenadalay
a

b
xbax

baxy






3.- Si con los cálculos anteriores no tenemos suficiente, calculamos 2 o 3 puntos auxiliares y 
tener en cuenta que la parábola es simétrica respecto a la vertical que pasa por el vértice. 
Ejemplo: 

:

431211
2

)2(

:

30:

1

3

2

42

2

1242
0320:

:

32)(

2

2

12

2

Gráfica

yx

Vértice

yxYEje

x

x
xxxyXEje

CortedePuntos

xxxfy

























Otras curvas de segundo grado(3). 
La circunferencia 
La ecuación de la circunferencia de centro ( a , b ) y radio R, es: 

222 )()( Rbyax 

Análogamente, la curva definida por la ecuación: 

022  CByAxyx  

es una circunferencia de centro en 









2
,

2

BA , y radio C
BA

R 
44

22

.,  

siempre y cuando el término C
BA


44

22

 sea positivo. 

Ejemplo: 
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 

:

39)4(
4

)2(

4

4
:

1,2
2

2
,

2

4
:

0424

22

22

Gráfica

RRadio

Centro

yxyx













 




Elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas(4)

La curva definida por la ecuación: 

BA signoC,signoBsignoACByAx  con  ,22
 

es una elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas. 
Para dibujar la gráfica, hallamos: 
Puntos de Corte con los ejes: 

Eje X : 
A

C
xCAxy  20

Eje Y:  
B

C
yCByx  20

A los valores positivos de estos puntos de corte se les llama longitud de los semiejes. 
Análogamente, si conocemos la longitud de los semiejes, a y b, la ecuación de la elipse es: 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 

Ejemplo: 

:

243690:

393640:

:

3694

22

22

22

Gráfica

yyyxYEje

xxxyXEje

cortedePuntos

yx






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Hipérbola de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas

La curva definida por la ecuación: 

signoBsignoACByAx  con  ,22  

es una elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas. 
Para dibujar la gráfica, hallamos: 
Puntos de Corte con los ejes: 

Eje X : 
A

C
xCAxy  20

Eje Y:  
B

C
yCByx  20

 Dependiendo del signo de C, uno de estos valores no existe, pues da la raíz de un número 
negativo. 

Asíntotas Oblicuas(5): 
 La ecuación de las asíntotas oblicuas se obtiene, en este caso, cambiando C por 0 y 
despejando la y. Son dos rectas que pasan por el (0, 0) 

x
B

A
yAxByByAx  2222 0

Ejemplo: 

:

)2,3()0,0(

;
3

2

9

4
49094

:

.43690:

393640:

:

3694

222222

22

22

22

Gráfica

ypuntoslosporpasanquerectasdossonque

xyxyxyyx

Asíntotas

existeNoyyxYEje

xxxyXEje

cortedePuntos

yx











UNED. Matemáticas. 96



Hipérbolas de Asíntotas Vertical y Horizontal 
La gráfica de una función del tipo: 

0,)( 



 c

dcx

bax
xfy

es una hipérbola, de asíntotas horizontal y vertical: 

Observaciones: 
1. Teniendo en cuenta que a puede ser 0, la fórmula de la hipérbola la podemos recordar

como: 

dograprimer

dograprimer
xfybieno

dograprimer

número
xfy  )()(

2. Que sea una hipérbola creciente o decreciente depende del signo de la derivada, sin
embargo lo podemos decidir simplemente observando alguno de los puntos de corte con 
los ejes (si tiene) o algún punto auxiliar. 

Gráfica: 
Para dibujar la gráfica de una hipérbola, calculamos: 
Asíntotas: 

Vertical: La asíntota vertical corresponde al valor de x para el que no existe y, por lo 

tanto, igualamos el denominador a 0:  
c

d
x  0dcx

Horizontal: La asíntota horizontal es el valor de y al que se acerca la función cuando x 

se hace cada vez mayor o menor:
c

a

dcx

bax
límy

x









(6) 

Puntos de Corte con los ejes: 

Eje X : 
a

b
xbax

dcx

bax
y 




 000

Eje Y:  
d

b
y

dc

ba
yx 






0

0
0

Observaciones: 
1.- Si a = 0 entonces no hay punto de corte con el eje X. En este caso, la asíntota horizontal 
es el eje X (y = 0). 
2.- Análogamente, si d=0, no hay punto de corte con el eje y, que será la asíntota vertical. 
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Ejemplo: 

 .gráficala  mejor  dibujar  poder para izquierda  a su puntos depar  un hallamos vertical,asíntota la  dederecha la a  corte de puntos dos losestar  Al
*
















































3.5
2

7

15

45)(2
y5x

5
13

43)(2
y3x

:AuxiliaresPuntos

4y
10

402
y0x:YEje

2x042x0
1x

42x
0y:XEje

:CortedePuntos

2y2
1

2

1x

42x
lím:Horizontal

1x01x:Vertical

:Asíntotas

1x

42x
f(x)y

*

x

(1) La pendiente de una recta es un número que nos indica cual es su inclinación. Si la recta "sube" (mirando de izquierda a 
derecha) la pendiente es positiva, si la recta "baja" la pendiente es negativa. Podemos definir la pendiente como el incremento de 
y cuando x aumenta en 1. También como la tangente del ángulo que forma la recta con una horizontal. 
(2) Esto lo haremos siempre que con los puntos característicos de una función no tengamos suficientes datos para dibujar su 
gráfica. En lo sucesivo, a estos puntos "normales" les llamaré puntos auxiliares. 
(3) Algunas curvas no se consideran funciones pues para un valor de x tenemos dos o más valores de y. Para expresar estas curvas 
como funciones debemos despejar la y y nos quedan varias funciones que representan trozos de la curva. 
(4) Los ejes propios de una elipse o hipérbola son sus ejes de simetría. El estudio general de la elipse y la hipérbola, con otros ejes 
propios, no es objeto de este curso.. 
(5) Una asíntota es una recta a la que la gráfica se acerca cuando nos alejamos hacia el infinito. 
 (6) Cuando x tiende a infinito los términos constantes, es decir los que no multiplican a x, son relativamente insignificantes, por 

ello al hacer el límite solo nos quedan los términos que multiplican a x. 
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Funciones Exponeneciales y Logarítmicas. 
Definición: Sea a  un número real positivo. La Función Exponencial de Base a es: 

xaxf )(

Propiedades básicas: 
1. 𝑎0 = 1
2. 𝑎1 = 𝑎

CASO 1   . 𝑎 > 1 
La gráfica de la función exponencial es : 

Nota: Es interesante memorizar esta gráfica. A partir de este dibujo podemos “deducir “ las 
siguientes propiedades: 

PROPIEDADES: 
1. 𝐷𝑜𝑚 𝑓(𝑥) = ℝ

2. 0


a
x

x
lím  

3. 


a
x

x
lím  

4. a
x > 0  para todo x 

EJEMPLO 
El ejemplo más importante de función exponencial es la función exponencial de base 𝑒, donde 
𝑒 es el número de Euler: 𝑒 ≈ 2,72. 
Al ser un número mayor que 1, todo lo anterior es válido cambiando 𝑎 por 𝑒 , en las fórmulas y 
gráfica anterior. 

CASO 2.   . 0 < 𝑎 < 1 
La gráfica de la función es : 
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PROPIEDADES: 
1. 𝐷𝑜𝑚 𝑓(𝑥) = ℝ

2. 


a
x

x
lím

3. 0


a
x

x
lím  

4. a
x > 0  para todo x 

Observa como el resultado de los límites queda invertido. 

PROPIEDADES DE CÁLCULO.(PARA CUALQUIER BASE) 

1. 𝑎𝑥 ∙ 𝑎𝑦 = 𝑎𝑥+𝑦 2.   
𝑎𝑥

𝑎𝑦
= 𝑎𝑥−𝑦 

3. 𝑎−𝑥 =
1

𝑎𝑥
4. (𝑎𝑥)𝑦 = 𝑎𝑥.𝑦

5. 𝑎
1
𝑛 = √𝑎

𝑛
 , (Esta propiedad nos dice que muchas de las fórmulas válidas para potencias 

también lo son, interpretándolas adecuadamente, para raíces). 
6. En general (𝑎 + 𝑏)𝑥 ≠ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥  (Recuerda, por ejemplo, el cuadrado de un binomio).

7. (𝑎𝑥 ∙ 𝑏𝑥) = (𝑎 ∙ 𝑏)𝑥 8.  
𝑎𝑥

𝑏𝑥
= (

𝑎

𝑏
)
𝑥

OBSERVACIÓN 
La función exponencial nos lleva a la ecuación exponencial: 
Dados 𝑎  y  𝑏  números conocidos, hallar  x tal que  𝑎𝑥 = 𝑏  
Para resover está ecuación, en general, necesitamos los Logaritmos. 

FUNCIONES LOGARITMO 

DEFINICIÓN: 
A la función inversa de la función exponencial en base 𝑎 , se le llama logaritmo en base 𝑎, 
y se representa por:  𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑥 
Es decir: 
1. log𝑎(𝑎

𝑥) = 𝑥

2. 𝑎log𝑎 𝑥 = 𝑥
Y combinando las dos fórmulas anteriores: 

𝑎𝑥 = 𝑏⇔ 𝑥 = log𝑎 𝑏

Esta fórmula nos permite resolver la ecuación exponencial. 

PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN LOGARITMO. 
Como en la función exponencial, se recomienda memorizar el dibujo y deducir de él las 
propiedades de esta función. 
Por cuestiones prácticas veremos solo el caso en que 𝑎 > 1. 
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Gráfica: 

PROPIEDADES (que se ven en la gráfica). 
1. 𝐷𝑜𝑚 𝑓(𝑥) = (0,+∞)
2. log𝑎 1 = 0
3. log𝑎 𝑎 = 1

4. .)(log
0




xlím a
x

 

5. 


)(log xlím a
x

CASOS  PARTICULARES. 
A) Al logaritmo en base  𝑒  se le llama logaritmo neperiano y se le representa por  ln 𝑥
     Entonces:      𝒆𝒙 = 𝒚⇔ 𝒙 = 𝒍𝒏 𝒚 

B) Al logaritmo en base 10 se le llama logaritmo decimal y se le representa por  log 𝑥

PROPIEDADES DE CÁLCULO 
1. log𝑎(𝑥 ∙ 𝑦) = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦

2. log𝑎 (
𝑥

𝑦
) = log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦 

3. log𝑎(𝑥
𝑦) = 𝑦 ∙ log𝑎 𝑥

Aunque las calculadoras más actuales permiten calcular cualquier logaritmo, hasta hace poco 
solo nos daban el logaritmo neperiano y el decimal. A partir de esta propiedad podemos 
resolver ecuaciones exponenciales en cualquier base, usando únicamente un logaritmo. 
Veámoslo en un ejemplo: 

Hallar 𝑥 tal que  2𝑥 = 13 
Aplicando logaritmo neperiano en los dos miembros: 

ln 2𝑥 = ln13 
Y por la propiedad anterior: 

𝑥 ∙ ln 2 = 𝑙𝑛13 
Despejando: 

𝑥 =
ln 13

ln 2
≈ 3,7 
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Funciones trigonométricas. 

UNED. Matemáticas. 102



2. RAZONES TRIGONOMÉTRICAS BÁSICAS.
DEFINICIÓN CLÁSICA . ( Para ángulos entre 0º y 90º) 
Dado un triángulo rectángulo, y uno de sus ángulos, α, los lados reciben los siguioentes 
nombres: 

Entonces, llamamos: 

Seno de α a: 𝑠𝑒𝑛(𝛼) =
𝑏

𝑐
 (también se representa por sin (𝛼) 

Coseno de α: cos(𝛼) =
𝑎

𝑐

Tangente de α: tan(𝛼) =
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

cos (𝛼)
=
𝑏

𝑎
 (también  𝑡𝑔(𝛼) ) 

Estas razones, al ser cocientes entre magnitudes, son positivas. 

DEFINICIÓN ACTUAL.( Para cualquier ángulo) 
Insertamos el ángulo, empezando en el semieje positivo de las 𝑥, en una circunferencia 
de radio 1, centrada en el origen de coordenadas, tal como muestra el dibujo: 

Entonces: 

𝑠𝑒𝑛(𝛼) = 𝑏;  cos(𝛼) = 𝑎  ; tan(𝛼) =
𝑠𝑒𝑛(𝛼)

cos (𝛼)
=
𝑏

𝑎

OBSERVACIONES 
(1) Es fácil ver que para ángulos del PRIMER CUADRANTE, las dos definiciones son 
equivalentes, ya que la hipotenusa es 1. 
(2) Esta definición nos permite determinar el signo de las razones trigonométricas, 
según el cuadrante en que nos encontramos: 
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ALGUNAS RAZONES TRIGÓNOMETRICAS CONCRETAS. 
Las siguientes tablas muestran las razones de algunos ángulos muy habituales en 
problemas de trigonometría. 

(DEG: Grados sexagesimales; RAD: Radianes) 

REDUCCIÓN AL PRIMER CUADRANTE 
Veamos mediante un ejemplo como podemos saber las razones de otros ángulos 
relacionándolos con los ángulos de la tabla anterior. 
EJEMPLO 
Hallar las razones trigonométricas de un ángulo de 120º   

Como  muestra la figura, 120º y 60º, están relacionados por la fórmula 60º=180º-120º. 
Entonces sus razones trigonométricas están relacionadas así: 

sin(120) = sin(60) =
√3

2
; 

cos(120) = − cos(60) = −
1

2
tan(120) = − tan(60) = −√3 

De  manera similar, podemos relacionar ángulos del II y III cuadrante con ángulos del 
primero,  para conocer sus razones. 
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 

Teorema de Pitágoras:  1cossen 22  xx  
Fórmulas de adición: 

cos ( ) cos cos sen sen

cos ( ) cos cos sen sen

sen ( ) sen cos cos sen

sen ( ) sen cos cos sen

tan ( )
tan tan

tan tan

tan ( )
tan tan

tan tan

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

a b
a b

a b

a b
a b

a b

    

    

    

    

 


 

 


 

1

1

Fórmulas del ángulo doble: 
sen sen cos

cos cos sen

tan
tan

tan

2 2

2

2
2

1

2 2

2

a a a

a a a

a
a

a

 

 




Transformación de sumas en productos: 

cos cos cos cos

cos cos sen sen

sen sen sen cos

sen sen cos sen

A B
A B A B

A B
A B A B

A B
A B A B

A B
A B A B

 





  





 





 





2
2 2

2
2 2

2
2 2

2
2 2

Fórmulas del ángulo mitad: 

sen
cos

cos
cos

tan
cos

cos

a a

a a

a a

a

2

1

2

2

1

2

2

1

1

 


 


 




Teorema del seno: 
a

A

b

B

c

Csen sen sen
 

Teorema del coseno: 

a b c bc A

b a c ac B

c a b ab C

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

2

2

  

  

  

cos

cos

cos
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RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS 
Resolver un triángulo significa dar el valor de sus tres ángulos y sus tres lados. 
Para ello basta con conocer tres de estos datos (que no sean los tres ángulos) y aplicar 
correctamente los teoremas del Seno y el Coseno, y la propiedad : “la suma de los tres 
lados de un triángulo es 180º “. 

EJEMPLO 
De un triángulo sabemos que: a = 6 m, B = 45° y C = 105°. Calcula los restantes 
elementos.  

SOLUCIÓN: 
Primero calculamos el ángulo A 

Luego  aplicaremos el teorema del seno. 
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Gráfica de las funciones trigonométricas. 

Función  y=sin (x) 

Función  y=cos(x) 

Función  y=tan(x) 







 3
2

5
2

2

3

2

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5.6. LÍMITES Y DERIVADAS. 

IDEA DE LÍMITE (A desarrollar en clase) 

IDEA DE DERIVADA. (A desarrollar en clase) 

CÁLCULO DE FUNCIONES DERIVADAS: 

TABLA DE DERIVADAS INMEDIATAS 

Nombre )(xf )(xf   Observaciones 

Constantes k 0 Rk

"Polinómicas" nx 1nnx Rn

Trigonométricas xsen xcos  

xcos  xsen

xtg 1tg
cos

1 2

2
 x

x
 

"Arcos" xarcsen  
21

1

x
11  x  

xarccos  
21

1

x


11  x  

xarctg  
1

1
2 x

Exponenciales xe xe

xa aa x ln  1,0  aa  

Logarítmicas xln
x

1
0x  

xalog  
ax ln

1
1,0,0  aax  
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PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS 

1. Suma.

)()())()(( xgxfxgxf 

2. Producto por un número.

R),())((   xfxf

3. Producto de funciones.

)()()()())()(( xgxfxgxfxgxf   

4. Cociente de funciones.

2))((

)()()()(

)(

)(

xg

xgxfxgxf

xg

xf 













5. Composición de funciones. Regla de la Cadena.

)())(())((( xgxgfxgf 

6. Exponencial de funciones. Derivación Logarítmica.

    






 




)(

)()(
))(ln()()()( )()(

xf

xfxg
xfxgxfxf xgxg

NOTA 

Para aprender a derivar tenemos que memorizar la tabla de inmediatas, aprendernos y 
entender estas propiedades t sobre todo, practicar, practicar y practicar. 
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CÁLCULO DE LÍMITES EN R 

Sea a un número ó infinito, )(xf una función. Queremos calcular L= )(xflim
ax

. 

1º. Sustituimos x  por a  en )(xf , es decir, "hallamos )(af ". Entonces: 

A). Sí )(af es un número, L= )(af . 

B) Sí )(af  no es número, pero es una expresión algebraica (ver anexo):

B1) Si es determinada, entonces ya conocemos el valor de L.
B2) Si es una indeterminación, tenemos que resolverla.

ANEXO. EXPRESIONES ALGEBRAICAS.  
Son expresiones que no son números pero pueden aparecer como resultado de un límite. Las 
determinadas son aquellas que siempre tienen el mismo valor. Las indeterminadas son las que 
dependen de cada caso concreto. Las expresiones algebraicas que nos podemos encontrar al 
hacer un límite son las siguientes: 
Sea k un número distinto de 0, entonces: 

SUMAS: 
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



)(  :aciónIndetermin

)()( d))( c)

0 b) a) k

PRODUCTOS: 





0  :aciónIndetermin

 b)a) k

COCIENTES: 

0

0
   :acionesIndetermin

0
0

  e)
0

  d)

0
  c)  b)0a)

y

k

k

k

















POTENCIAS: 
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RESOLUCIÓN DE INDETERMINACIONES. 

A) 
0

0
y





Regla de L´Hôpital: Sí  ,
)(

)(
lím

0

0

)(

)(
lím






 xg

xf
ó

xg

xf

axax
 entonces: 

)(

)(
lím

)(

)(
lím

xg

xf

xg

xf

axax 






Caso particular. L=
)(

)(
lím

xQ

xP

x 
 , donde  )()( xQyxP  son polinomios. 

a) Sí ))(( grado))(( grado xQxP  , entonces  L= .

b) Sí ))(( grado))(( grado xQxP  , entonces  L=0.

c) Sí, ))(( grado))(( grado xQxP  ,entonces

L=
)( de gradomayor  de Término

)( de gradomayordeTérmino

xQ

xP
. 

B) 0

Sí  L= 


0)().(lím xgxf
ax

, entonces: 

L= 
0

0

1

0

)(
1

)(
lím 




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xf

ax
   ó  L= 











0
1
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Y lo resolvemos por la regla de L'Hôpital. 

C) CRITERIO DEL NÚMERO  e:
00 0y    1   ,)( 

Sí  L= 


)()(lím xg

ax
xf

00 0  ó  1   ,)(  , entonces: 

L= 
)(ln)(lím xfxg

axe




Y como  


0)(ln)(lím xfxg
ax

 , lo resolvemos como en B). 

Nota: Si la indeterminación es 1∞ también es válido ( y más fácil) 

L= 
 1)()( 


xfxglím

axe

D) )(

Sí  L= 


)()()(lím xgxf
ax

, entonces, multiplicamos y dividimos por el conjugado: 

L=
)()(

))(())((
lím

)()(

))()(())()((
lím

22

xgxf

xgxf

xgxf

xgxfxgxf

axax 


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





Y este límite será determinado ó 



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EJERCICIOS DE DERIVADAS 
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EJERCICIOS DE LÍMITES 
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5.7. ESTUDIO GENERAL DE FUNCIONES. ( a desarrollar en clase) 

 I. DATOS QUE SE OBYIENEN DIRECTAMENTE DE 𝑓(𝑥) 

1. Dominio
a) Funciones continuas en ℝ
b) Cocientes
c) Raíces Pares
d) Logaritmos
e) Otros.

2. Puntos de Corte
a) Eje X
b) Eje Y

3. Simetrías Esenciales.
a) Función Par.
b) Función Impar.

4. Asíntotas.
a) Vertical
b) Horizontal
c) Oblicua

II. DATOS QUE SE OBTIENEN DE 𝑓′(𝑥)

5. Localización de puntos críticos (o de equilibrio).
6. Crecimiento y decrecimiento.
7. Clasificación de los puntos críticos: Máximos, mínimos y puntos de inflexión

III. DATOS QUE SE OBTIENEN DE 𝑓′′(𝑥)

8. Otros puntos de inflexión.
9. Concavidad y convexidad.

IV. DIBUJO

10. Interpretación Gráfica de los datos obtenidos.
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6. INTEGRACIÓN.

6.1. Integral Indefinida. 

Sea 𝑓(𝑥) una función. Decimos que 𝐹(𝑥) es una PRIMITIVA de 𝑓(𝑥)  si y solo si: 
𝐹(𝑥)′ = 𝑓(𝑥)  

EJEMPLO: 
𝐹(𝑥) = 𝑥2 es una primitiva de 𝑓(𝑥) = 2𝑥. 

OBSERVACIÓN 
Si 𝐹(𝑥) es una primitiva de 𝑓(𝑥), entonces para todo número 𝐶, la función 
𝐺(𝑥) = 𝐹(𝑥) + 𝐶 también es una primitiva de 𝑓(𝑥), ya que la derivada de un número 
es 0. 

EJEMPLO. (CONTINUACIÓN) 
𝐺(𝑥) = 𝑥2 + 2010   también es una primitiva de 𝑓(𝑥) = 2𝑥. 

DEFINICIÓN 
Llamo INTEGRAL INDEFINIDA DE 𝑓(𝑥), al conjunto de todas sus primitivas. 
Si 𝐹(𝑥) es una de ellas, entonces lo representamos como: 

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) +  𝐶, 

Así 

EJEMPLO (CONTINUACIÓN): 

∫2𝑥𝑑𝑥 = 𝑥2 +  𝐶, 

UNED. Matemáticas. 118



CÁLCULO DE PRIMITIVAS. 
 TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS. 

Nombre )(xf  dxxf )( Observaciones 

Constantes k Ckx Rk

"Polinómicas" nx C
n

x n






1

1

Rn , 1n  

1x Cx ln

Trigonométricas xsen Cx  cos

xcos  Cx sen  

xtg Cx  cosln

"Arcos" 
21

1

x
Cx arcsen 11  x  

1

1
2 x

Cx arctg

Hiperbólicas xsenh Cx cosh

xcosh Cx senh

xtgh Cx )ln(cosh

Argumentos 
Hiperbólicos 1

1

2 x
Cx senharg  

1

1

2 x
Cx cosharg  1x

21

1

x
Cx tgharg

Exponenciales xe Ce x 

xa C
a

a x


ln

1,0  aa  
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Nota: Quedan más casos en los que el denominador no se descompone en factores 
de primer grado, pero por su dificultad, no los desarrollamos en este manual.  

6.2 Integral definida. Aplicaciones. 
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EJERCICIOS DE INTEGRALES INDEFINIDAS. 
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MÁS….. 

UNED. Matemáticas. 131



UNED. Matemáticas. 132



SOLUCIONES 
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EJERCICIOS DE INTEGRTAL DEFINIDA 
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Caṕıtulo 1

COMBINATORIA

Previamente al estudio de la probabilidad en śı, conviene dedicar algún tiempo al repaso de las
técnicas combinatorias.

Recordemos que la Combinatoria es la parte de las Matemáticas que se ocupa de la resolución de
problemas de elección y disposición de los elementos de cierto conjunto, de acuerdo con ciertas reglas.
Es decir, dentro de la Combinatoria es dónde tienen sentido preguntas del tipo:

1. ¿Cuántas quinielas distintas pueden hacerse?.

2. ¿Cuántas posibles combinaciones pueden darse en la loteŕıa primitiva?.

3. ¿Qué posibilidades hay de que me toquen los cuatro ases en una mano de tute?.

4. ¿De cuántas formas se pueden sentar 5 personas en 5 asientos de un cine?.

Trataremos de dar respuesta a estas cuestiones y algunas más.

1.1. Conceptos fundamentales

En todo problema combinatorio hay varios conceptos claves que debemos distinguir:

1. Población: Es el conjunto de elementos que estamos estudiando. Llamaremos tamaño de la
población al número de elementos de este conjunto.

2. Muestra: Es un subconjunto de la población. Llamaremos tamaño de la muestra al número de
elementos que la componen.

Los diferentes tipos de muestra vienen determinados por dos aspectos:

a) El orden, es decir, si es importante que los elementos de la muestra aparezcan ordenados o no.

b) La posibilidad de repetición o no de los elementos.

Ejemplo: Veamos con qué tipo de poblaciones y muestras trabajamos en los ejemplos anteriores:

1. La población en este caso es {1,X,2}, que tiene tamaño 3 (no hay otras posibilidades en una
quiniela).

Una quiniela (teniendo en cuenta el ”pleno al 15”) es una muestra de tamaño 15 de la población
anterior (por ejemplo : 1XX121XXX212111).

Es evidente que el orden en esta muestra es importante (no es lo mismo una X en la segunda
casilla que en la quinta) y que se permiten elementos repetidos ( los unos , equis o doses se
pueden repetir).

Es por tanto una muestra ordenada y con repetición.

5
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2. En este caso la población es mayor, pués son todos los números desde el 1 al 49, es decir
{1,2,3. . . .,49}.
Por tanto, y si nos olvidamos del complementario, una apuesta de loteŕıa primitiva es una muestra
de tamaño 6 de dicha población (por ejemplo 3, 18, 40, 41, 43, 45 ).

Aqúı el orden no influye y los elementos no se pueden repetir (no puede salir un número más de
una vez). Son muestras no ordenadas y sin repetición.

3. La población ahora está formada por las 40 cartas que componen una baraja española, es decir
{1 oros, 2 oros,. . . .,Rey bastos} , y para el caso de 4 jugadores, tenemos una muestra de 10
cartas, que evidentemente no se pueden repetir y además el orden no importa.

Muestras no ordenadas y sin repetición.

4. La población son las 5 personas a elegir, y la muestra tiene el mismo tamaño, 5, pues elegimos a
las 5 personas. Eso śı, ahora el orden śı que es importante y además las personas no se pueden
repetir.

Son muestras ordenadas y sin repetición.

5. Un ejemplo de muestra no ordenada y con repetición podŕıa ser una mano de cartas pero teniendo
en cuenta que jugamos con 2 barajas idénticas mezcladas (80 cartas).

Si se reparten 10 a cada uno de 4 jugadores, tenemos una muestra de tamaño 10 en la que
es evidente que el orden no importa y que podemos tener cartas repetidas (por ejemplo, dos
caballos de oros).

El objetivo de la Combinatoria es calcular cuántos tipos de muestras de un determinado tamaño
se pueden extraer de cierta población. El resultado en el que nos basaremos a la hora de calcular el
número de muestras es el siguiente:

Principio de multiplicación:

Si un procedimiento se puede separar en r etapas, de modo que el resultado de una de ellas no influye
en el resultado de las otras, y en cada una de estas etapas se obtienen respectivamente n1, n2, n3, . . . , nr

resultados, entonces el procedimiento global conduce a n1 · n2 · n3 · . . . · nr resultados.

Ejemplo: ¿Cuántos resultados podemos obtener al lanzar una moneda tres veces?.

Aplicando el principio anterior, en el primer lanzamiento obtenemos 2 resultados (Cara o cruz), en el
segundo lanzamiento, otros 2 y en el tercero también 2.

Por tanto, en total hay 2 · 2 · 2 = 8 posibles resultados. Si lo disponemos en forma de diagrama de
árbol, obtenemos los 8 resultados:

Figura 1.1: Diagrama de árbol
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1.2. Muestras ordenadas

1.2.1. Muestras ordenadas sin repetición

Si tenemos una población de tamaño n y queremos extraer una muestra ordenada y sin repetición
de tamaño k (k < n), razonemos de este modo:

El primer elemento lo podemos elegir entre n elementos.
El segundo, al no poder repetir, podemos elegirlo entre n − 1 elementos.

...
El elemento k, lo podremos elegir entre n − k + 1 elementos.

Por tanto, y aplicando el principio de multiplicación en total hay :

n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

muestras de tamaño k ordenadas y sin repetición.

Ejemplos:

1. ¿De cuántas formas se pueden elegir 2 cartas, extráıdas sucesivamente y sin repetir, de una
baraja española?

La primera se puede elegir de 40 formas.

La segunda, al no poder repetir, sólo se puede elegir de 39 maneras.

Por tanto, en total hay 40·39 = 1560 posibilidades.

2. Seis ciclistas llegan al sprint en una prueba de la Olimpiadas, ¿De cuántas maneras se pueden
colocar los tres primeros puestos?.

Para el primer puesto hay 6 posibilidades.

Para el segundo, sólo 5 posibilidades.

Para el tercero, quedan 4 opciones.

Por tanto hay en total 6·5·4 = 120 maneras.

Las muestras ordenadas y sin repetición se denominan Variaciones sin repetición. Por tanto,
si el tamaño de la población es n y el de la muestra k, el número de variaciones sin repetición lo
expresaremos por:

V k
n = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

(notemos que k, tamaño de la muestra indica el número de factores que hay que multiplicar, por
ejemplo, en los ejemplos anteriores, en el primero las muestra eran de tamaño 2 y multiplicábamos 2
factores, y en el segundo eran muestras de tamaño tres y multiplicábamos tres factores).

Ejercicio: ¿Cuántos números de cuatro cifras no repetidas se pueden formar con las cifras del 1 al 9
(ambas inclusive)?

1.2.2. Permutaciones

En el caso particular de que se tome una muestra de tamaño igual al tamaño de la población, es
decir, k = n, las variaciones se denominan permutaciones y se obtendŕıa:

V n
n = n · (n − 1) · . . . · (n − n + 1) = n · (n − 1) · . . . · 1
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El producto de todos los números enteros desde el 1 hasta el n se denomina factorial de n y se
representa por n!. Por definición, 0!=1 y 1!=1. Evidentemente no existen los factoriales de los números
negativos (Si intentásemos calcular, por ejemplo (-4)!, por definición debeŕıamos escribir:

(−4) · (−3) · (−2) · (−1) · 0 · 1 = 0

, es decir, el 0 siempre apareceŕıa en un factorial de un entero negativo, y dicho factorial seŕıa siempre
0. No tiene sentido, por tanto, calcular el factorial en este caso).

Por tanto este caso particular de variaciones sin repetición se denomina permutaciones sin repeti-
ción de n elementos y se expresa:

Pn = n!

Ejemplo: ¿De cuántas maneras se pueden sentar 5 personas en 5 asientos en un cine?.
La primera persona se puede sentar en 5 sitios.
La segunda sólo en 4, la tercera en 3, la cuarta en 2 y la quinta en 1.
De modo que hay 5·4·3·2·1 = 120 posibilidades, es decir, P5 = 5! = 120.
Ejercicio: ¿Cuántas palabras de 8 letras (con o sin sentido) se pueden formar con las letras A B C

D E F G H?.

1.2.3. Permutaciones con elementos repetidos

Si queremos calcular el número de permutaciones de n elementos de los cuáles hay n1 de una
clase,n2 de otra, etc. . . de modo que n1 + n2 + . . .+ nr = n , entonces hablamos de permutaciones de
n elementos, algunos de los cuales están repetidos, lo que se expresa como:

Pn1,n2,...,nr
n =

n!
n1! · n2! · . . . · nr !

Ejemplo: Con las letras A A A B B ,¿cuántas palabras, con o sin sentido, pueden formarse?
La A se repite 3 veces y la letra B se repite 2 veces, y en total hay 5 letras. Aśı el número total de

palabras son:

P 3,2
5 =

5!
3! · 2! =

5 · 4 · 3 · 2 · 1
3 · 2 · 1 · 2 · 1 =

5 · 4
2

= 10

Dichas palabras seŕıan: AAABB, AABAB, AABBA, ABAAB, ABABA, ABBAA
Escribe los 4 restantes.
Ejercicio: Con 5 signos + y 3 signos - ¿Cuántas cadenas de śımbolos se pueden formar?

1.2.4. Muestras ordenadas con repetición

Si la población es de tamaño n y la muestra de tamaño k, pero ahora permitimos repeticiones
,procedemos aśı:

El primer elemento se puede elegir de n maneras.
Como podemos repetir, el segundo también se puede elegir de n maneras.

...
El elemento número k se puede elegir de n maneras.
En total tendremos n·n·. . . ·n (k veces ) = nk muestras de este tipo.
Ejemplos:

1. ¿De cuántas maneras se pueden elegir 2 cartas (no necesariamente distintas de una baraja de 40
cartas?.

La primera se puede elegir de 40 maneras.

La segunda, al poder repetir, también se puede elegir de 40 maneras.

En total hay 40·40 = 1600 formas.
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2. ¿De cuántas formas se puede entregar el Premios al primer clasificado, al segundo, al tercero, y
al cuarto entre 5 peĺıculas diferentes en un festival de cine?

El primer Premio se puede dar de 5 maneras, el segundo también, el tercero también y el cuarto
también.

Por tanto hay 54 = 625 posibilidades.

Las muestras ordenadas y con repetición se denominan Variaciones con repetición y lo expresare-
mos:

V Rk
n = nk

Ejercicio: ¿Cuántos números de tres cifras (no necesariamente distintas) pueden formarse con los
d́ıgitos 1,6,7,8,9?.

1.3. Muestras no ordenadas

1.3.1. Muestras no ordenadas y sin repetición

Para estudiar este caso, es conveniente fijarse en un ejemplo.
Supongamos que tenemos una bolsa con 5 bolas numeradas del 1 al 5. Sacamos dos bolas, sin

importarnos el orden y sin repetir, ¿cuántos posibles resultados hay?.
Examinemos las posibilidades. Si el orden fuese importante ya sabemos que tendŕıamos 5·4 = 20

posibilidades (V 2
5 = 5 · 4) que seŕıan:

1, 2 1, 3 1, 4 1, 5
2, 1 2, 3 2, 4 2, 5
3, 1 3, 2 3, 4 3, 5
4, 1 4, 2 4, 3 4, 5
5, 1 5, 2 5, 3 5, 4

Ahora bien, como no nos importa el orden, para nosotros las parejas 2,1 y 1,2 que son 2, en realidad
sólo debeŕıan contar como una, y lo mismo ocurre con el resto de parejas.

Estamos contando cada pareja 2 veces. Por tanto, para obtener el número de parejas que buscamos
tenemos que dividir entre 2. Aśı resulta que el número de muestras no ordenadas y sin repetición que

tenemos es de:
20
2

= 10 , sólo 10 posibilidades que son:

{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 5}

donde las llaves indican que el orden no importa.
Si sacásemos 3 bolas en lugar de 2, tendŕıamos los tŕıos: 1,2,3 1,2,4 1,2,5 etc. . . en total 5·4·3 =

60 posibilidades (V 3
5 = 5 · 4 · 3).

Razonando de igual manera al caso anterior, todos aquellos tŕıos en los que estuviesen por ejemplo,
el 1, el 2 y el 3 estaŕıan repetidos. Ahora bien, ¿cuántas veces se repite cada tŕıo?. Veamos, tomando
como ejemplo los tŕıos con 1,2 y 3 obtenemos: 1,2,3 1,3,2 2,1,3 2,3,1 3,1,2 3,2,1 6 posibilidades
(P3 = 3!) que en realidad representan lo mismo pues no nos importa el orden. Lo mismo ocurre con
cada tŕıo, de modo que cada uno de ellos se repite 6 veces, aśı pués si no tenemos en cuenta el orden,

el número de muestras no son 60 sino:
60
6

= 10 maneras (no ordenadas y sin repetición).
Ejercicio: Escribir los 10 tŕıos del ejemplo anterior.
Formalizando lo anterior, si la población es de tamaño n y se extraen muestras de tamaño k, si

fuesen ordenadas seŕıan
V k

n = n · (n − 1) · . . . · (n − k + 1)

pero como son no ordenadas tenemos que dividir por el número de maneras de ordenar esas muestras
de tamaño k, es decir hay que dividir por

Pk = k!
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Resumiendo, el número de muestras no ordenadas y sin repetición de tamaño k que se extraen de
una población de tamaño n es:

V k
n

Pk

Las muestras no ordenadas y sin repetición se denominan Combinaciones sin repetición y las
expresaremos:

Ck
n =

V k
n

Pk

El número de combinaciones sin repetición Ck
n se recuerda de manera más sencilla mediante otra

fórmula:

Ck
n =

(
n

k

)

La expresión
(

n

k

)
se denomina número combinatorio y se lee ”n sobre k”.

Una regla sencilla que permite calcular este número combinatorio es:
(

n

k

)
=

n!
k! · (n − k)!

Ejemplos:

1. ¿De cuántas maneras se pueden sacar 3 bolas numeradas en cualquier orden, de una bolsa que
contiene 5 bolas?.

Seŕıan combinaciones de 5 elementos de los que sacamos 3, es decir, tenemos que calcular:

C3
5 =

(
5
3

)
=

5!
3! · 2! = 10

son las maneras que hab́ıamos calculado en el ejemplo de la introducción.

2. ¿De cuántas formas se puede formar un grupo de trabajo de 6 alumnos de entre una clase de
27?.

En este caso son combinaciones (no importa el orden ) de 27 elementos de los que se escogen 6
, es decir:

C6
27 =

(
27
6

)
=

27!
6! · (27− 6)!

=
27!

6! · 21! = 296010

(¡Compruébalo!).

Ejercicio: ¿De cuántas maneras se pueden extraer 6 bolas de un bombo que contiene 49 bolas?
(Loteŕıa Primitiva)

Hay algunos tipos más de muestras, en concreto las muestras no ordenadas con repetición, pero
no se estudiarán en este momento.

Números combinatorios y factoriales en la calculadora

Las calculadoras cient́ıficas poseen algunas teclas útiles para el cálculo de factoriales y números com-
binatorios.

Para el factorial, se utiliza la tecla !, que suele encontrarse sobre alguna otra tecla, por lo que al
utilizarla habrá que presionar antes la tecla SHIFT (o INV).

Dado que los factoriales crecen a una velocidad enorme, un calculadora normal sólo puede calcular
hasta el factorial de 69, y ya si pretendemos calcular 70!, se produce un mensaje de error.

Observemos que un número tan inofensivo como 13! ya tiene un valor de 6.227.020.800
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Para el caso de los números combinatorios, algunas calculadoras poseen una función para calcu-
larlos. Suele estar situada sobre la tecla de la división (depende mucho del modelo de calculadora).
Dicha función es

n C r

y calcula el número combinatorio
(

n

r

)
, de modo que si queremos calcular

(
5
3

)
, basta con introducir

el 5, luego SHIFT (o INV) , posteriormente el 3 y luego presionar la tecla de = para obtener 10. (Ya
lo hab́ıamos calculado antes).

Evidentemente si alguna de estas funciones tiene una tecla propia en la calculadora, es decir, no
está encima de otra, no es necesario presionar la tecla SHIFT (o INV) para operar con ella.



Caṕıtulo 2

PROBABILIDAD

La probabilidad y la estad́ıstica son, sin duda, las ramas de las Matemáticas que están en mayor
auge en este siglo, y tienen una tremenda aplicabilidad en todos los aspectos y ciencias, especialmente
en las Ciencias Sociales, puesto que aquellas variables que influyen en dichas ciencias, económicas,
demográficas, suelen tener carácter aleatorio,es decir, no son deterministas, y se fundamentan en
predicciones a partir de datos conocidos. Todo aquello que implique predicción nos lleva al terreno de
la probabilidad.

2.1. Experimentos aleatorios

En todos los aspectos de la vida a veces nos encontramos con acontecimientos predeterminados, es
decir, tales que podemos decir el resultado de dichos acontecimientos antes de que finalice o incluso
de que comience. Tal es el caso de:

1. Tirar una piedra desde un edificio ( sabemos que se caerá).
2. Calentar un cazo de agua ( sabemos que la temperatura sube).
3. Golpear una pelota ( sabemos que se va a mover, e incluso conociendo fuerzas que actúan etc,

podemos conocer precisamente dónde caerá ).
Tales acontecimientos o experimentos de los que podemos predecir el resultado antes de que se

realicen se denominan experimentos deterministas.
Sin embargo, analicemos otro tipo de experimentos, mucho más interesantes desde el punto de

vista matemático:
Imaginemos que lanzamos un dado al aire (normal, de 6 caras y no trucado). ¿Podemos predecir

el resultado que vamos a obtener?. Evidentemente no. Este es un experimento que no es determinista.
A este tipo de experimentos, en los cuales no se puede predecir el resultado antes de realizar el
experimento se les denomina experimentos aleatorios.

Otros ejemplos de experimentos aleatorios pueden ser:
Tirar una moneda al aire y observar qué lado cae hacia arriba, rellenar una quiniela de fútbol,

jugar una partida de póker y, en general, cualquier juego en el que intervenga el azar.

2.2. Definiciones básicas

La teoŕıa de probabilidades se ocupa de asignar un cierto número a cada posible resultado que pueda
ocurrir en un experimento aleatorio, con el fin de cuantificar dichos resultados y saber si un suceso es
más probable que otro o relaciones parecidas. Con este fin, introduciremos algunas definiciones.

Si realizamos un experimento aleatorio, llamaremos espacio muestral del experimento al conjunto
de todos los posibles resultados de dicho experimento.

Al espacio muestral lo representaremos por E (o bien por la letra griega omega Ω ).
A cada elemento que forma parte del espacio muestral se le denomina suceso elemental.

15
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Ejemplo:

1. ¿Cuál es el espacio muestral asociado al experimento de lanzar un dado normal al aire y observar
la cara que queda hacia arriba?.

Evidentemente, en este caso hay 6 posibles resultados (6 sucesos elementales) y el espacio mues-
tral estará formado por: E={1,2,3,4,5,6}.

2. ¿Y en el caso del lanzamiento de una moneda?

Entonces E={C,X}

Ejercicios:

1. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de sacar una carta de entre las diez del palo
de copas de una baraja española.

2. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores y
observar la pareja de números que se obtiene.

3. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores y
sumar los números que se obtienen.

Llamaremos suceso aleatorio a cualquier subconjunto del espacio muestral. El concepto de suceso
es fundamental en probabilidad. Dicho de forma simple, un suceso de un experimento aleatorio es
cualquier cosa que se nos ocurra afirmar sobre dicho experimento.

Aśı, si tiramos una moneda dos veces, seŕıan sucesos todos los siguientes:

1. Sale al menos una cara.

2. Salen más caras que cruces.

3. La moneda cae de canto.

4. No sale ninguna cruz.

Llamaremos suceso imposible al que no tiene ningún elemento y lo representaremos por ∅ .
Llamaremos suceso seguro al formado por todos los posibles resultados (es decir, al espacio mues-

tral) .
Llamaremos espacio de sucesos y lo representaremos por S, al conjunto de todos los sucesos alea-

torios.
Ejemplo:

1. En el caso del lanzamiento de la moneda en el que el espacio muestral era E={C,X} , analicemos
quién es el espacio de sucesos:

- Sucesos con 0 elementos: ∅

- Sucesos con 1 elemento: {C},{X}
- Sucesos con 2 elementos:{C,X}
De modo que el espacio de sucesos es: S={∅,{C},{X},{C,X}}.

2. En el caso del lanzamiento de dos monedas, si haces el diagrama de árbol obtienes el siguiente
espacio muestral:

E = {(C, C), (C, X), (X,C), (X,X)}

El espacio de sucesos tiene ahora 16 elementos, que puedes intentar escribir, siguiendo el esquema
anterior, desde los sucesos con 0 elementos hasta aquellos que tienen 4 elementos. Si describimos
los sucesos que pońıamos antes como ejemplos, obtenemos:
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a) Sale al menos una cara={(C,C),(C,X),(X,C)}
b) Salen más caras que cruces={(C,C)}
c) La moneda cae de canto=∅

d) No sale ninguna cruz={(C,C)}

3. En el caso del lanzamiento del dado el espacio de sucesos es mucho más amplio (64 elementos.
Seŕıa interesante que intentases escribirlos todos o al menos te dieses cuenta de cómo son ,
aunque no los escribas todos)

En este mismo ejemplo, se puede considerar el suceso A= ”sacar un número par”. ¿De qué sucesos
elementales consta el suceso A?. Evidentemente, A={{2},{4},{6}}.
Otros sucesos pueden ser: B = ”Sacar un número mayor que 5-{{6}}.
C = ”Sacar un número par y menor que 5-{{2},{4}}.

Ejercicio: Una urna contiene dentro 4 bolas de las cuales 2 son blancas, 1 roja y otra azul. Se saca
una bola de la urna.

a) Escribir el espacio muestral.
b) Escribir los sucesos “no sacar bola azul” y “sacar bola roja o blanca”.
c) Escribir el espacio de sucesos.

Los sucesos admiten una representación gráfica que facilita su interpretación; del modo:

Figura 2.1: Representación en diagrama de Venn del suceso A

Por ejemplo, en el caso del dado:

Figura 2.2: Representación en diagrama de Venn para un dado

A = ”salir par y menor que 5”. Estos diagramas se denominan diagramas de Venn.
Propiedad:
Si el espacio muestral tiene n elementos, el espacio de sucesos tiene 2n elementos.

Ejemplo:
En el caso del dado, el espacio muestral teńıa 6 elementos y el espacio de sucesos tiene 26 = 64

elementos.
En el caso de la moneda, el espacio muestral teńıa dos elementos y el espacio de sucesos tiene

22 = 4 elementos.
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2.3. Operaciones con sucesos

Si realizamos un experimento aleatorio y consideramos varios sucesos A, B, C, etc, asociados a
dicho experimento, podemos realizar varias operaciones entre ellos. Los más importantes son:

1. Igualdad de sucesos: Dos sucesos A y B son iguales si están compuestos por los mismos elementos.
Lo expresaremos por A = B.

2. Intersección de sucesos: Llamaremos suceso intersección de los sucesos A y B, y lo representare-
mos por A ∩ B, al suceso “ocurren A y B a la vez”.

Ejemplo: Si tiramos un dado, ya sabemos que el espacio muestral asociado es E={1,2,3,4,5,6}.
Sean los sucesos A=“sacar un nº par”={2,4,6}, y B=“sacar un número entre 2 y 4 (inclusi-
ve)”={2,3,4}.
El suceso A ∩ B es tal que ocurren A y B a la vez, es decir:

A ∩ B=“sacar un nº par y que esté entre 2 y 4 (inclusive)”={2,4}.
El suceso A ∩ B son los elementos comunes a los conjuntos A y B (elementos que están en los
dos conjuntos).

Representado en diagramas de Venn:

Figura 2.3: Intersección de sucesos: A ∩ B

En ocasiones podremos encontrarnos con sucesos que NO tengan elementos en común. En estos
casos se dice que los sucesos A y B son incompatibles, y su intersección se representa con el
conjunto vaćıo:

A ∩ B = ∅

Evidentemente, si los sucesos śı tienen intersección, diremos que son compatibles.

3. Unión de sucesos: Llamaremos suceso unión de los sucesos A y B y se representa por A ∪ B al
suceso “ocurre A o bien ocurre B o bien ocurren ambos a la vez”(también podemos decir que
“ocurre alguno”).

Es decir A ∪ B son los elementos que están en ambos conjuntos (aunque no necesariamente en
los dos a la vez). Representado en diagrama de Venn:

Figura 2.4: Unión de sucesos: A ∪ B
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Ejemplo: En el caso anterior:

A ∪ B=”sacar un nº par o un nº que esté entre 2 y 4 (inclusive)”={2,3,4,6}.
NOTA:

Observemos que la intersección de dos conjuntos siempre es ”menor”que la unión, de hecho es
“menor” que el propio conjunto.

Escrito matemáticamente:

A ∩ B ⊂ A ∪ B A ∩ B ⊂ A A ∩ B ⊂ B A ⊂ A ∪ B B ⊂ A ∪ B

(El śımbolo ⊂ significa “contenido”, o que el primer conjunto es un subconjunto del segundo)

4. Suceso contrario de otro: Dado un suceso A, denominaremos suceso contrario de A y se repre-
sentará por Ā (o bien A

′
o bien Ac) al suceso que tiene por elementos a todos aquellos que no

pertenecen a A.

Ejemplo: Si tiramos un dado, ya sabemos que el espacio muestral asociado es E={1,2,3,4,5,6}.
Como antes, los sucesos A=“sacar un nº par”={2,4,6}, por tanto Ā={1,3,5} y B= “sacar un
número entre 2 y 4 (inclusive)”={2,3,4}, de modo que B̄={1,5,6}.
En un diagrama de Venn:

Figura 2.5: La parte punteada es Ā.(Todo lo que no está incluido en A)

5. Diferencia de sucesos: Si A y B son dos sucesos, llamaremos diferencia entre A y B al suceso
B−A, que consta de los elementos que están en B pero no están en A.Por ejemplo, si A={2,4,6},
B={2,3,4}, tenemos que B − A={3}. Se cumple que B − A = B − A ∩ B, y también que
B − A = Ā ∩ B. Representado en un diagrama de Venn:

Figura 2.6: La parte rayada es B − A, todos los elementos de B que no estén en A

De todas formas, hemos de ser cuidadosos con esta operación: No se debe confundir con una
simple resta como operación numérica, sino que es una diferencia conjuntista, quitar los elementos
comunes a dos conjuntos.

Ejercicio: En una urna tenemos 9 bolas numeradas del 1 al 9. Sacamos una y anotamos su número.
Sean los sucesos: A=”sacar un nº primo”B=“sacar un nº cuadrado” (por ejemplo 4 es un número
cuadrado, porque 4=22). Se pide:

a) Describir el espacio muestral.
b) ¿Cuántos elementos tiene el espacio de sucesos?.
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c) Calcula A ∩ B y A ∪ B.
d) ¿Son A y B compatibles o incompatibles?.
e) Calcula Ā y B̄.
f) Si C=“sale un número impar”, calcula A ∩ C, B ∩ C,C̄ , A ∪ C,Ā ∩ C̄.
Propiedades de las operaciones con sucesos:
Las operaciones con sucesos tienen las siguientes propiedades, la mayoŕıa de ellas bien conocidas:

Intersección Unión
Conmutativa A ∩ B = B ∩ A A ∪ B = B ∪ A

Asociativa A ∩ (B ∩ C) = (A ∩ B) ∩ C A ∪ (B ∪ C) = (A ∪ B) ∪ C

Idempotente A ∩ A = A A ∪ A = A

Simplificación A ∩ (A ∪ B) = A A ∪ (A ∩ B) = A

Distributiva A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A∪ C)
Elemento neutro A ∩ E = A A ∪ ∅ = A

Absorción A ∪ ∅ = A A ∪ E = A

Además de estas sencillas propiedades (que se demuestran fácilmente mediante un diagrama de
Venn), las operaciones con sucesos tienen otras dos propiedades muy importantes:

Leyes de De Morgan: Si A y B son dos sucesos, se verifican:

(A∪ B) = Ā ∩ B̄

(A∩ B) = Ā ∪ B̄

Demostración: Demostraremos la primera de las igualdades.
En primer lugar, representemos en un diagrama de Venn (A ∪ B). Para ello, primero representamos

A ∪ B, y luego su contrario (A ∪ B):

Figura 2.7: Imagen 1 corresponde a A ∪ B. Imagen 2 corresponde a A ∪ B

Ahora, representaremos en otro diagrama el otro miembro, es decir Ā ∩ B̄. En primer lugar,
representaremos Ā, luego B̄ y luego su intersección:

Figura 2.8: Imagen 1 corresponde a Ā. Imagen 2 corresponde a B̄. Imagen 3 corresponde a Ā∩ B̄.

Observando los dos resultados, vemos que las partes rayadas son iguales, por lo que la igualdad es
cierta.
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Ejercicio:

1. Mediante un procedimiento similar, demostrar la segunda ley de De Morgan.

2. Luisa y Maŕıa interviene en un torneo de ajedrez. La primera que gane dos partidas seguidas o
tres alternas gana el torneo. Encuentra el espacio muestral con todos los resultados posibles (
suponemos que nunca hacen tablas).

(Indicación: Utiliza un diagrama de árbol).

3. Consideramos el fenómeno aleatorio extraer una carta de una baraja de 40 y anotarla . Sean los
sucesos A= “sacar oro”, B= “sacar rey”, C= “sacar el rey de bastos”.

Determina los sucesos:
A ∩ C̄, A∩ B ∩ C, Ā∪ B̄ ∪ C̄, Ā∪ B̄

2.4. Asignación de probabilidades. Regla de Laplace

Hasta el momento hemos descrito lo que es un experimento aleatorio y hemos definido los con-
ceptos básicos asociados a este experimento. Nos falta responder a esta pregunta: ¿Cómo asignar
probabilidades a cada uno de los sucesos de un experimento aleatorio?.

Hay muchas maneras de asignar probabilidades. La más sencilla e intuitiva la dio el matemático
francés Pierre Simon Laplace (1749-1827), quién enunció la regla que lleva su nombre:

Regla de Laplace:
Si realizamos un experimento aleatorio en el que hay n sucesos elementales, todos igualmente

probables, entonces si A es un suceso, la probabilidad de que ocurra el suceso A es:

p(A) =
número de casos favorables al suceso A

número de casos posibles

Ejemplo: Lanzamos un dado normal al aire. Consideramos el suceso A= “sale par”. Calcular p(A).
Casos posibles hay 6, pues E={1,2,3,4,5,6}.
Casos favorables al suceso A={2,4,6}.
Por tanto p(A) =

3
6
=
1
2
= 0′5.

(Notemos que la probabilidad siempre es un número positivo y menor, o a lo sumo igual a 1).

El inconveniente que plantea la definición de Laplace es que necesariamente los sucesos elementales
tienen que tener la misma probabilidad de ocurrir.

Observemos un caso tan sencillo como el siguiente:
De una urna que contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes se extrae una bola al azar. Calcula

la probabilidad de que la bola extráıda sea :
a) roja
b) verde
c) amarilla

El espacio muestral en este caso seŕıa: E={R,V,A}, que consta sólo de tres elementos, pero seŕıa un
poco ingenuo asignar las probabilidades mediante la regla de Laplace,

p(R) =
1
3

p(V ) =
1
3

p(A) =
1
3

porque ya intuitivamente se ve que hay más posibilidades, por ejemplo, de que salga una bola roja
que de que salga una bola amarilla, de modo que ¿cómo asignar probabilidades?.
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Fue el matemático ruso Kolmogorov quién precisó este término:

Definición axiomática de probabilidad:

Una probabilidad p es una función que asocia a cada suceso A del espacio de sucesos S , un número
real p(A), es decir: p : S −→ R , y que cumple las propiedades:

1. 0 ≤ p(A) ≤ 1, (es decir, cualquier suceso tiene probabilidad positiva y menor o igual que 1).

2. p(E) = 1 (la probabilidad del suceso seguro es 1).

3. Si A y B son incompatibles, es decir A ∩ B = ∅, entonces p(A ∪ B) = p(A) + p(B). (es decir
la probabilidad de la unión es la suma de las probabilidades si los sucesos tienen intersección
vaćıa).

Ejemplo:
Sea un experimento aleatorio cualquiera y definamos en S (espacio de sucesos) la siguiente proba-

bilidad:
p(A) =

número de elementos del conjunto A
número total de elementos

Comprobemos que p es una probabilidad.
Para ello, comprobemos las tres propiedades:
a) Se ve que la probabilidad de cualquier suceso está entre cero y uno, puesto que cualquier conjunto

que tenga elementos ya tendrá probabilidad positiva, y el número de elementos de cualquier conjunto
no puede ser mayor que el número total de elementos existentes.

b) p(E) = 1, es evidente.
c) Tomemos dos sucesos A y B que no tengan elementos en común. Entonces:

p(A ∪ B) =
elementos que forman parte de A o de B

número total de elementos
=

=
número de elementos de A + número de elementos de B

número total de elementos
= p(A) + p(B)

puesto que si A y B no tienen elementos comunes, el número de elementos de la unión es la suma de
los elementos de cada conjunto por separado.

Por tanto se cumplen las 3 propiedades y p aśı definida es una probabilidad. Esta será la definición
de probabilidad que utilicemos a partir de ahora.

Ejemplo:
En el ejemplo de las urnas anterior, lo lógico es definir la probabilidad aśı: Como en total hay 20

bolas y 8 son rojas, 7 verdes y 5 amarillas, p(R) =
8
20

p(V ) =
7
20

p(A) =
5
20
.

Se puede comprobar que aśı definida p es una probabilidad.

Sin embargo, comprobar las propiedades de la definición de Kolmogorov es una labor larga y engorrosa,
puesto que hay que verificar que se cumple para todos aquellos sucesos del espacio de sucesos S, que es
ciertamente amplio en muchas ocasiones. El siguiente resultado simplifica la tarea de decidir cuándo
una función p sobre el espacio de sucesos es una probabilidad, basándose sólo en los sucesos elementales,
es decir, aquellos que forman parte del espacio muestral. Lo enunciaremos sin demostración:
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Propiedad
Si w1, w2, . . . , wn son los n sucesos elementales de un suceso aleatorio cualquiera,p una función

p : S −→ R de modo que cumple las propiedades:

1. 0 ≤ p(wi) ≤ 1 ∀ i ∈ {1, 2, . . . , n}

2. p(w1) + p(w2) + . . .+ p(wn) = 1

Entonces p es una probabilidad.

Ejemplo: Comprobar si las siguientes funciones definidas para los sucesos elementales son probabilidad,
siendo E={a,b,c,d} el espacio muestral del experimento aleatorio:

a) p(a) =
1
2
, p(b) =

1
3
, p(c) =

1
4
, p(d) =

1
5

Es obvio que la primera propiedad se cumple, puesto que las 4 probabilidades son números positivos
menores que 1.

Para ver si se cumple la segunda, basta realizar la suma:

1
2
+
1
3
+
1
4
+
1
5
=
30 + 20 + 15 + 12

60
=
77
60

que evidentemente NO es 1, luego p NO es probabilidad.

b) p(a) =
1
4
, p(b) =

1
2
, p(c) = 0, p(d) =

1
2

Es obvio que la primera propiedad se cumple, puesto que las 4 probabilidades son números positivos
o cero menores que 1.

Para ver si se cumple la segunda, basta realizar la suma:

1
4
+
1
2
+
1
4
=
1 + 2 + 1

4
= 1

luego p SÍ es probabilidad.

Consecuencias de la definición de probabilidad:

1. p(Ā) = 1− p(A)

En efecto, puesto que E = A ∪ Ā y además A y Ā son incompatibles, resulta por la propiedad
3) de la definición que

p(E) = p(A ∪ Ā) = p(A) + p(Ā)

Y por la propiedad 2), p(E)=1, luego 1 = p(A) + p(Ā) y por tanto p(Ā) = 1− p(A).

2. p(∅) = 0

Como Ē = ∅, resulta que:

p(Ē) = p(∅) = 1− p(E) = 1− 1 = 0

3. Si A y B son dos sucesos cualesquiera,

p(A∪ B) = p(A) + p(B)− p(A ∩ B)

4. Si A, B y C son tres sucesos cualesquiera,

p(A∪ B ∪ C) = p(A) + p(B) + p(C)− p(A ∩ B) − p(A ∩ C) − p(B ∩ C) + p(A ∩ B ∩ C)
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Ejemplo:
Se tira una moneda 3 veces. Calcular la probabilidad de obtener alguna cara.

Los problemas de este tipo, en los que se pide la probabilidad de obtener “alguna” cosa, se suelen
resolver muy bien por paso al complementario. En este caso concreto, A = “obtener alguna cara”.

Ā= “no obtener ninguna cara”= “obtener 3 cruces”.

Entonces, p(A) =
1
8
, pues hay 8 casos posibles (2·2·2, ¡haz el diagrama de árbol!) y sólo uno

favorable (XXX, 3 cruces), por tanto:

p(A) = 1− p(Ā) = 1− 1
8
=
7
8

Ejercicio:
Calcular la probabilidad de obtener al menos 1 seis si se lanza 4 veces un dado.
Ejemplo:
Se lanza un dado dos veces y se suman las dos caras. Sea A el suceso A= “la suma de resultados

es mayor o igual que 10” y B= “la suma de los resultados es múltiplo de 6”. Calcular p(A), p(B) y
p(A ∩ B).

Hay 36 posibles resultados al lanzar dos veces un dado. ¿Cuántos de ellos suman 10 o más?
Que sumen 10: (4,6), (5,5), (6,4)
Que sumen 11: (5,6), (6,5)
Que sumen 12: (6,6)

Por tanto, p(A) =
6
36
=
1
6
.

¿Cuántos hay que sumen múltiplo de 6?
Que sumen 6: (1,5), (2,4),(3,3), (4,2), (5,1)
Que sumen 12: (6,6)

Por tanto, p(B) =
6
36
=
1
6
.

En cuanto a A ∩ B = (6, 6), luego p(A ∩ B) =
1
36
.

Ejercicios:

1. Se ha encargado la impresión de una encuesta a una imprenta, que imprime 12 folios defectuosos
de cada 1000. Hallar la probabilidad de que elegido un folio de la encuesta al azar:

a) Esté mal impreso.

b) Esté correctamente impreso.

2. Una bolsa contiene 8 bolas numeradas. Se extrae una bola y anota su número. Sean los sucesos
A= “salir par”, B= “salir impar”, C= “salir múltiplo de 4”.

Calcular las probabilidades de A ∪ B, A ∪ C, B ∪ C, A∪ B ∪ C.

3. Extraemos una carta de una baraja española. Calcula:

a) La probabilidad de que sea un rey o un as.

b) La probabilidad de que sea un rey o una copa.

c) La probabilidad de que sea un rey y una copa.

4. En el banquete posterior a una boda se sientan en la presidencia 10 personas, entre los cuales se
encuentran los novios. Calcular la probabilidad de que los novios estén juntos en el centro de la
mesa.
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2.5. Probabilidad condicionada

Hasta ahora nos hemos limitado a calcular probabilidades únicamente partiendo de un experimento
aleatorio, sin tener más información. Pero, ¿qué ocurre si conocemos alguna información adicional?.

Supongamos que estamos realizando el experimento aleatorio de lanzar un dado y obtener el

número que sale. Consideremos el suceso A= “sale un 4”. Evidentemente, p(A) =
1
6
.

Ahora bien, ¿variaŕıa esta probabilidad si al lanzar el dado alguien pasa por alĺı y nos dice que ha
salido un número par?.

Disponemos entonces de una información adicional, B={2,4,6}.
Hemos reducido nuestro espacio muestral, que ahora sólo consta de 3 elementos y tenemos que

cambiar las probabilidades asignadas.

Ahora el suceso A no tiene una posibilidad entre 6 de ocurrir, sino una entre tres, es decir, p(A) =
1
3
.

Esta es la idea de la probabilidad condicionada: La información obtenida B, modifica la proba-

bilidad de A. Lo expresaremos aśı: p(A/B) =
1
3
y se lee “probabilidad de A condicionada a B” o

“probabilidad de A conociendo B”.
El caso anterior es muy sencillo, pues directamente podemos calcular p(A/B), pero si el espacio

muestral se ampĺıa, el problema es más complicado. La fórmula siguiente simplifica el problema.
Definición:
Sea A un suceso aleatorio asociado a un experimento aleatorio, y sea B otro suceso que sabemos

que se ha realizado.
Llamaremos probabilidad de A condicionada a B y lo expresaremos por p(A/B) a la expresión:

p(A/B) =
p(A ∩ B)

p(B)

(de idéntico modo se define p(B/A), escribe la fórmula).

Ejemplo: Para el caso anterior,

A={4},B={2,4,6} −→ p(B) =
3
6
=
1
2
.

A ∩ B = {4} −→ p(A ∩ B) =
1
6
.

Luego:

p(A/B) =
p(A ∩ B)

p(B)
=

1
6
1
2

=
2
6
=
1
3

es lo mismo que obteńıamos antes directamente.

Ejercicios:

1. Calcula la probabilidad de que la suma de las caras de dos dados sea mayor a igual que 10
sabiendo que en el primer dado ha salido un seis.

2. Se lanzan dos dados:¿cuál es la probabilidad de obtener una suma de puntos igual a siete?.

Si la suma de puntos ha sido 7, ¿cuál es la probabilidad de que en alguno de los dados haya
salido un 3?
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2.6. Sucesos independientes

Si bien el conocer cierta información adicional modifica la probabilidad de algunos sucesos, puede
ocurrir que otros mantengan su probabilidad, pese a conocer dicha información.

Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado, consideremos los sucesos: A= “sacar un número par”
y B= “sacar un número menor o igual que 2” Es claro que A= {2,4,6} y B= {1,2}.

Calculemos la probabilidad de A conociendo que se ha realizado el suceso B, es decir, p(A/B).
Utilizando la fórmula:

p(A/B) =
p(A∩ B)

p(B)
=

1
6
1
3

=
3
6
=
1
2
= 0′5

puesto que p(A ∩ B)=p(sacar par y menor o igual que 2)=
1
6
y p(B)=

1
3
.

Pero si no conociésemos la información B, ¿cuál seŕıa la probabilidad de A?.

p(A)=p(sacar par)=
3
6
= 0′5, es decir que p(A/B)=p(A), y por tanto el conocer la información B

no modifica la probabilidad de A.
Cuando esto ocurre es decir, cuando p(A/B) = p(A), diremos que los sucesos A y B son indepen-

dientes (el hecho de que ocurra B no modifica la probabilidad de A).

Propiedad:

A y B son sucesos independientes ⇐⇒ p(A ∩ B) = p(A) · (B).

Demostración: =⇒) Si A y B son independientes, p(A/B) = p(A), y por la fórmula de la probabilidad

condicionada,p(A/B) =
p(A∩ B)

p(B)
, luego

p(A∩ B)
p(B)

= p(A), y por tanto p(A ∩ B) = p(A) · p(B).
⇐=) Partiendo de p(A ∩ B) = p(A) · p(B), entonces

p(A/B) =
p(A ∩ B)

p(B)
=

p(A) · p(B)
p(B)

= p(A)

luego p(A/B) = p(A) y por tanto A y B son independientes.

Ejemplo:

En el caso anterior, p(A ∩ B) =
1
6
, y por otra parte p(A) =

1
2
y p(B) =

1
3
,luego se cumple que

p(A∩ B) =
1
6
=
1
2
· 1
3
= p(A) · p(B)

luego A y B son independientes.
Ejercicio:

De dos sucesos conocemos que p(A ∪ B) =
2
3
y p(A) =

1
5
, calcula p(A ∩ B) y p(B) para que A y

B sean independientes.
(Indicación: Utilizar la fórmula de la unión de dos sucesos y la de la independencia de sucesos).
(Solución: p(B) = 7

12 , p(A∩ B) = 7
60).
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NOTA IMPORTANTE:
No se deben confundir los conceptos de sucesos incompatibles y sucesos independientes. Dos sucesos

son incompatibles cuando no tienen elementos en común, es decir, A ∩ B = ∅, o con diagramas de
Venn:

Figura 2.9: A y B incompatibles, sin elementos en común.

Dos sucesos son independientes si p(A∩B) = p(A) ·p(B). Son conceptos totalmente distintos. Uno
se refiere a CONJUNTOS y otro se refiere a PROBABILIDADES.

2.7. Experimentos compuestos. Teorema de la probabilidad total.

Un experimento compuesto es aquel que consta de dos o más experimentos aleatorios simples.
Es decir, si tiramos un dado, o una moneda, son experimentos aleatorios simples, pero si realizamos
el experimento de tirar un dado y posteriormente una moneda, estamos realizando un experimento
compuesto.

Propiedad:
De la fórmula para calcular la probabilidad condicionada se deduce inmediatamente que:

p(A∩ B) = p(B) · p(A/B) y p(A∩ B) = p(A) · p(B/A)

Ejemplo: Se extraen 2 cartas, sucesivamente, de una baraja de 40. Calcular la probabilidad de extraer
2 sotas.

Sea A = “sacar sota en la 1ª” y B = “sacar sota en la 2ª”.
Nos piden p(A ∩ B).
Según la fórmula anterior, p(A ∩ B) = p(A) · p(B/A).

Ahora bien , p(A) =
4
40
=
1
10

y p(B/A) =
3
39
=
1
13
, por lo que p(A) =

1
10

· 1
13
=

1
130

.
La forma más sencilla de calcular probabilidades en experimentos compuestos es un digrama de

árbol, donde en cada rama situamos la probabilidad que le corresponde al suceso del final de dicha
rama. Estas probabilidades que se van poniendo en el árbol son probabilidades condicionadas, porque
dependen de los resultados anteriores.

En el caso del ejercicio anterior, el diagrama seŕıa:

Figura 2.10: Diagrama de árbol para la extracción de sota(S) u otra carta (S̄)



CAPÍTULO 2. PROBABILIDAD 28

Nota:
Este mismo resultado se podŕıa haber obtenido sin usar la probabilidad condicionada, del modo:

Formas de elegir 2 cartas de entre 40=
(
40
2

)
.

Formas de elegir 2 sotas entre 4=
(
4
2

)
.

Por la regla de Laplace, p(obtener 2 sotas)=
casos favorables
casos posibles

=

(
4
2

)
(
40
2

) =
6
780

=
1
130

.

Ejercicios:

1. Una urna contiene 9 bolas rojas y 5 negras. Se extraen sucesivamente 2 bolas. Calcula la proba-
bilidad de que:

a) la primera bola sea roja y la segunda negra.

b) una sea roja y la otra negra.

2. En una bolsa hay 4 canicas rojas, 4 azules y 2 verdes. Se extraen 3 canicas que resultan ser 2
rojas y una azul. Sin devolverlas a la bolsa se saca otra canica, ¿de qué color es más probable
que salga?.

Ejemplo:
Tenemos dos urnas, una con 7 bolas rojas y 2 azules, y otra con 3 bolas rojas y 8 azules. Tiramos

un dado. Si nos sale un 3 o un 5, sacamos una bola de la primera urna y en caso contrario, sacamos
una bola de la segunda urna. ¿Cuál es la probabilidad de que la bola extráıda sea azul?.

Evidentemente estamos realizando un experimento compuesto. En primer lugar, se trata de elegir una
urna, para lo cuál lanzamos un dado. Si U1= “elegir la urna 1” y U2= “elegir la urna 2”, es claro que

p(U1)=
2
6
=
1
3
y p(U2)=

4
6
=
2
3
.

Por otra parte, luego realizamos otro experimento consistente en sacar una bola de la urna elegida.
Si A= “sacar una bola azul”, las probabilidades que conocemos son:

p(A/U1) =
2
9

y

p(A/U2) =
8
11

Lo que nos piden es p(A). Para calcular dicha probabilidad, si representamos el diagrama de árbol:

Figura 2.11: Diagrama de árbol para la extracción de bolas

Como la probabilidad de A depende de la urna en la que estemos, basta multiplicar las probabili-
dades de cada rama que llegue a la bola azul y luego sumar los 2 resultados, es decir:

p(A) =
2
6
· 2
9
+
4
6
· 8
11
=
4
54
+
32
66
=
166
297

= 0′559
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La justificación teórica para proceder aśı la da el teorema de la probabilidad total.

Teorema de la probabilidad total: Si A1, A2, . . . , An son sucesos incompatibles 2 a 2, y cuya unión
es el espacio muestral (A1 ∪ A2 ∪ . . .∪ An = E), y B es otro suceso, resulta que:

p(B) = p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) + . . .+ p(An) · p(B/An)

Nota: El conjunto A1, A2, . . . , An que verifica la incompatibilidad 2 a 2 y que la unión de todos ellos es
el espacio muestral se denomina sistema completo de sucesos y este sistema “divide el espacio muestral
en partes que no se solapan”. Mediante representación gráfica:

Figura 2.12: Sistema completo de sucesos: A1, A2, . . . , An

Ejemplo: Para el caso anterior, A1 = “sacar la bola de la urna 1”.
A2= “sacar la bola de la urna 2”.
B= “sacar bola azul”.
Y aplicando el teorema:

p(B) = p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) =
2
6
· 2
9
+
4
6
· 8
11
=
4
54
+
32
66
=
166
297

= 0′559

Ejemplo: En un colegio se imparten sólo los idiomas inglés y francés. El 80% de los alumnos
estudian inglés y el resto francés. El 30% de los alumnos de inglés son socios del club musical del
colegio y de los que estudian francés son socios de dicho club el 40%. Se elige un alumno al azar.
Calcular la probabilidad de que pertenezca al club musical.

En estos problemas es importante elegir el sistema completo de sucesos. En este caso: A1= “estudiar
inglés”

A2= “estudiar francés”
B= “ser del club musical”
Nos piden p(B). Por el teorema anterior:

p(B) = p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) =
80
100

· 30
100

+
20
100

· 40
100

=
8
25
= 0′32

Mediante el diagrama de árbol:

Figura 2.13: Diagrama de árbol para el problema de idiomas y club musical

Se obtiene el mismo resultado.
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Ejercicio:
Se tienen dos urnas, la primera de las cuales tiene 6 bolas blancas, 4 negras y 2 rojas y la urna 2

tiene 3 bolas blancas y 7 negras.
Se lanza un dado al aire, y si sale múltiplo de 3 se saca de la primera urna y en otro caso se saca

una bola de la segunda urna.
Calcular la probabilidad de que sea:
a) bola blanca b) bola negra c) bola roja.
Solución: 11

30,
26
45 , 1

18 .

2.8. Tablas de contingencia

Las tablas de contingencia están referidas a 2 caracteŕısticas que presentan cada una dos o más
sucesos.

Ejemplo: En un taller se sabe que acuden, por la mañana 3 automóviles con problemas de eléctricos,
8 con problemas mecánicos y 3 con problemas de chapa. Por la tarde hay 2 con problemas eléctricos,
3 con problemas mecánicos y 1 con problemas de chapa.

a) Calcular el porcentaje de los que acuden por la tarde.
b) Calcular el porcentaje de los que acuden con problemas mecánicos
c) Calcular la probabilidad de que un automóvil con problemas eléctricos acuda por la mañana.
Resumiendo los datos en una tabla de contingencia:

Pr. eléctricos Pr. Mecánicos Pr. de chapa Total
Mañana 3 8 3 14
Tarde 2 3 1 6
Total 5 11 4 20

a) En total acuden 20 y por la tarde acuden 6, luego:

p(acudir por la tarde)=
6
20
= 0′3, es decir, el 30%.

b) En total acuden 20 y con problemas mecánicos hay 11, luego:

p(problemas mecánicos)=
11
20
= 0′55, es decir, el 55%.

c) Aqúı tenemos una información adicional (es un coche que tiene problemas eléctricos), luego se
trata de una probabilidad condicionada.Con problemas eléctricos hay 5 y de ellos 3 por la mañana,
luego:

p(acudir por la mañana/problemas eléctricos)=
3
5
= 0′6, es decir, el 60%.

En una tabla de contingencia puede que nos falten datos, pero se pueden hallar fácilmente con los
datos que son conocidos.

Ejemplo Para tratar de curar una enfermedad se aplica un tratamiento nuevo a 81 pacientes de un
hospital, mientras que en el mismo hospital hay otros 79 pacientes que siguen un tratamiento antiguo
contra la misma enfermedad. En total, con ambos tratamientos los curados son 103, de los cuales 60
lo son gracias al tratamiento nuevo. Si tratamos de construir la tabla, con los datos del problema se
obtiene:

Tratamiento antiguo Tratamiento nuevo Total
Curarse 60 103
No curarse
Total 79 81
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Completa la tabla y responde a las cuestiones:
Si se elige un individuo al azar, calcula la probabilidad de que:

1. Se haya curado.

2. No se haya curado.

3. Se haya curado con el nuevo tratamiento.

4. No se haya curado con el nuevo tratamiento.

5. Se haya curado con el tratamiento antiguo.

6. No se haya curado con el tratamiento antiguo

2.9. El teorema de Bayes.

Como consecuencia del teorema de la probabilidad total y de las propiedades de la probabilidad
condicionada, resulta este importante teorema que permite calcular probabilidades condicionadas.

Teorema de Bayes:
Si A1, A2, . . . , An son sucesos incompatibles 2 a 2, y cuya unión es el espacio muestral
(A1 ∪ A2 ∪ . . .∪ An = E), y B es otro suceso, resulta que:

p(Ai/B) =
p(Ai) · p(B/Ai)

p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) + . . .+ p(An) · p(B/An)

Demostración:
Por definición,p(Ai/B) =

p(Ai ∩ B)
p(B)

.

Ahora bien, recordando que p(Ai ∩ B) = p(Ai) · p(B/Ai), debido a que p(B/Ai) =
Ai ∩ B

p(Ai)
.

Por tanto, combinando los dos hechos:

p(Ai/B) =
p(Ai ∩ B)

p(B)
=

p(Ai) · p(B/Ai)
p(B)

Como por el teorema de la probabilidad total es:

p(B) = p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) + . . .+ p(An) · p(B/An)

resulta que sustituyendo:

p(Ai/B) =
p(Ai) · p(B/Ai)

p(B)
=

p(Ai) · p(B/Ai)
p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2) + . . .+ p(An) · p(B/An)

y el teorema queda demostrado.

Nota:
Las probabilidades p(Ai) se denominan probabilidades a priori.
Las probabilidades p(Ai/B) se denominan probabilidades a posteriori.
Las probabilidades p(B/Ai) se denominan verosimilitudes.
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Ejemplo:
Dos clases de 2º de Bachillerato, una de 28 alumnos y otra de 35 alumnos hacen conjuntamente

un examen de Matemáticas. La probabilidad de aprobar de los alumnos de la primera clase es de 0’68
y los de la segunda del 0’73. Se toma un examen al azar y resulta que está aprobado. ¿Cuál es la
probabilidad de que sea de un alumno de la 1ª clase?.

Sea A1= “el examen es de un alumno de la primera clase”
A2= “el examen es de un alumno de la segunda clase”
B= “el examen está aprobado”
Nos piden p(A1/B).
Hagamos antes que nada un diagrama de árbol:

Figura 2.14: Diagrama de árbol para el problema del examen

Por el teorema de Bayes:

p(A1/B) =
p(A1) · p(B/A1)

p(A1) · p(B/A1) + p(A2) · p(B/A2)

Sustituyendo:

p(A1/B) =

28
63

· 0′68
28
63

· 0′68 + 35
63

· 0′73
=
0′302
0′708

= 0′427

p(A1) es la probabilidad “a priori”, es decir , antes de realizar el experimento y careciendo de
información.

En este caso p(A1) =
28
63
= 0′444.

p(A1/B) es la probabilidad “a posteriori”, después de realizarlo y conocer más información. En
este caso p(A1/B) = 0′427 (es algo menor).

Ejercicio:
Se tienen dos urnas. En la primera hay 10 bolas blancas, 7 negras y 5 rojas. En la segunda 24

blancas, 4 negras y 9 rojas. Se elige una urna al azar y se saca una bola. Calcular:
a) Probabilidad de sacar bola blanca.
b) Sabiendo que la bola extráıda es blanca, probabilidad de que provenga de la segunda urna.
Solución: 449

814,
264
449 .



Caṕıtulo 3

DISTRIBUCIÓN BINOMIAL Y
DISTRIBUCIÓN NORMAL

3.1. Introducción

Estudiaremos en este tema dos de las distribuciones de probabilidad más importantes y que son
imprescindibles a la hora de adentrarnos en el estudio de la inferencia estad́ıstica. La distribución
binomial es uno de los primeros ejemplos de las llamadas distribuciones discretas (que sólo pueden
tomar un número finito, o infinito numerable, de valores). Fue estudiada por Jakob Bernoulli (Suiza,
1654-1705), quién escribió el primer tratado importante sobre probabilidad, “Ars conjectandi” (El
arte de pronosticar). Los Bernoulli formaron una de las sagas de matemáticos más importantes de la
historia. La distribución normal es un ejemplo de las distribuciones continuas, y aparece en multitud
de fenómenos sociales. Fue estudiada, entre otros, por J.K.F. Gauss (Alemania, 1777-1855), uno de los
más famosos matemáticos de la historia. La gráfica de la distribución normal en forma de campana se
denomina Campana de Gauss.

3.2. La distribución binomial o de Bernoulli

La distribución binomial está asociada a experimentos del siguiente tipo:
- Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sólo la posibilidad de éxito o

fracaso.
- La obtención de éxito o fracaso en cada ocasión es independiente de la obtención de éxito o

fracaso en las demás ocasiones.
- La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasión.

Veámoslo con un ejemplo
Tiramos un dado 7 veces y contamos el número de cincos que obtenemos. ¿Cuál es la probabilidad

de obtener tres cincos?.
Este es un t́ıpico ejemplo de distribución binomial, pues estamos repitiendo 7 veces el experimento

de lanzar un dado. ¿Cuál es nuestro éxito?.
Evidentemente, sacar un 5, que es en lo que nos fijamos.
El fracaso, por tanto, será no sacar 5, sino sacar cualquier otro número.

Por tanto, Éxito = E = “sacar un 5” =⇒ p(E) =
1
6

Fracaso = F = “no sacar un 5” =⇒ p(F ) =
5
6

Para calcular la probabilidad que nos piden, fijémonos en que nos dicen que sacamos 3 cincos y
por lo tanto tenemos 3 éxitos y 4 fracasos, ¿de cuántas maneras pueden darse estas posibilidades?.
Podŕıamos sacar 3 cincos en las 3 primeras tiradas y luego 4 tiradas sin sacar cinco, es decir: EEEFFFF
Pero también podŕıamos sacar EFEFFFE, es decir que en realidad estamos calculando de cuántas

38
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maneras se pueden ordenar 4 fracasos y 3 éxitos. Recordando las técnicas combinatorias, este problema
se reduce a calcular las permutaciones con elementos repetidos:

P 3,4
7 =

7!
3! · 4! =

7 · 6 · 5
3 · 2 · 1 = 35formas

Y por tanto, como p(E) =
1
6
y tengo 3 éxitos y p(F ) =

5
6
y tengo 4 fracasos:

p(tener 3 éxitos y 4 fracasos) = 35 · 1
6
· 1
6
· 1
6
· 5
6
· 5
6
· 5
6
· 5
6
= 0′0781

Formalizando lo obtenido, en una variable binomial con 7 repeticiones y con probabilidad de éxito
1
6
,

la probabilidad de obtener 3 éxitos es 0’0781, y lo expresaŕıamos:

Bin
(
7;

1
6

)
, entonces p(X = 3) = 0′0781

Como repetir este proceso seŕıa bastante penoso en la mayoŕıa de los casos, lo mejor es recurrir a la
siguiente fórmula que expresa la probabilidad de obtener cierto número de éxitos en una distribución
binomial:

Definición de distribución binomial:
Si realizamos n veces un experimento en el que podemos obtener éxito, E, con probabilidad p y

fracaso, F, con probabilidad q (q = 1 − p), diremos que estamos ante una distribución binomial de
parámetros n y p, y lo representaremos por Bin(n;p). En este caso la probabilidad de obtener k éxitos
viene dada por:

p(X = k) =
(

n

k

)
· pk · q(n−k)

Nota:
Observar que las probabilidades de éxito y fracaso son complementarias, es decir, q = 1-p y p =

1-q, por lo que basta saber una de ellas para calcular la otra.

Ejemplo:

Antes teńıamos Bin
(
7;

1
6

)
, y queŕıamos calcular p(X=3) (obtener 3 éxitos). Aplicando la fórmula:

p(X = 3) =
(
7
3

)
·
(
1
6

)3

·
(
5
6

)4

= 0′0781

Ejemplo:
Supongamos que la probabilidad de que una pareja tenga un hijo o una hija es igual. Calcular la

probabilidad de que una familia con 6 descendientes tenga 2 hijos.
En este caso Éxito = E = “tener hijo” y p(E) = 0’5.
Fracaso = F = “tener hija” y p(F) = 0’5.
Estamos por tanto ante una binomial Bin(6;0’5) y nos piden p(X=2).
Si aplicamos la fórmula es:

p(X = 2) =
(
6
2

)
· (0′5)2 · (0′5)4 = 0′2344

Nota:
La elección de éxito o fracaso es subjetiva y queda a elección de la persona que resuelve el problema,

pero teniendo cuidado de plantear correctamente lo que se pide. En el caso concreto del ejemplo
anterior, si:

Éxito = “tener hija”, como nos piden la probabilidad de que una familia con 6 hijos tenga 2 hijos,
si el éxito es tener hija hemos de plantearnos cuál es la probabilidad de tener 4 éxitos (4 hijas), es
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decir:

p(X = 4) =
(
6
4

)
· (0′5)4 · (0′5)2 = 0′2344

Evidentemente sale lo mismo, pero hay que ser consecuente a la hora de elegir el éxito y el fracaso y
la pregunta que nos hagan.

3.2.1. El uso de las tablas de la distribución binomial

La distribución binomial se encuentra tabulada por lo que es fácil calcular probabilidades sin
necesidad de hacer demasiadas cuentas. Para usar las tablas de la distribución binomial es necesario
conocer:

- El número de veces que se realiza el experimento (n).
- La probabilidad de éxito (p).
- El número de éxitos (k).
La probabilidad p se busca en la primera fila (valores desde 0’01 hasta 0’5).
El número de veces que se realiza el experimento, en la primera columna (valores desde 2 a 10) y

el número de éxitos a su lado.
Por ejemplo en el caso anterior, Bin (6;0’5) , p(X=2), la columna p=0’5 es la última, y cuando

n=6 y k=2 encontramos 0’2344, el valor que hab́ıamos calculado.
Nota importante: El caso en que p > 0′5, no se encuentra tabulado.
La razón es bien sencilla. Si p > 0′5, entonces q < 0′5 y basta intercambiar los papeles de éxito y

fracaso para que podamos utilizar la tabla.

Ejemplo:
La probabilidad de que un alumno de 2º de Bachillerato apruebe las Matemáticas es de 0’7. Si

consideramos un grupo de 8 alumnos, ¿cuál es la probabilidad de que cinco de ellos aprueben las
Matemáticas?.

Si éxito = “aprobar” y fracaso = “suspender”, entonces p = 0’7 y q = 0’3.
Tenemos, por tanto, una Bin(8;0’7).
Nos piden calcular p(X=5), que no se puede calcular mediante las tablas porque p = 0’7 y sólo

tenemos hasta p = 0’5. Por tanto si intercambiamos éxito = “suspender” y fracaso =“aprobar” entonces
p = 0’3, q = 0’7, es decir la nueva binomial es Bin(8;0’3) y nos piden que aprueben 5 de 8, es decir
que suspendan 3 de 8 o lo que es lo mismo, que tengamos 3 éxitos, p(X=3), y buscando en la tabla es
p(X=3) = 0’2541.

También, desde luego podŕıamos haber utilizado la fórmula desde el principio, utilizar la Bin(8;0’7)
y olvidarnos de tablas para hacer:

p(X = 5) =
(
8
5

)
· (0′7)5 · (0′3)3 = 0′254

3.2.2. Probabilidades acumuladas

Es posible que nos pidan no sólo la probabilidad de que ocurran un cierto número de éxitos en
concreto, sino que ocurran como mucho “k” éxitos o preguntas similares. En el ejemplo anterior, por
ejemplo, podŕıan pedirnos:

a) ¿Cuál es la probabilidad de que aprueben como mucho 2 alumnos?.
Si éxito = aprobar y fracaso = suspender, p= 0’7 y q = 0’3, entonces nos piden p(X ≤ 2). En

este caso, basta pensar en que para que aprueben 2 alumnos como mucho, puede que aprueben 2, 1 o
ninguno, es decir:

p(X ≤ 2) = p(X = 0) + p(X = 1) + p(X = 2) = 0′0001 + 0′0012 + 0′01 = 0′1013

(haz las cuentas)
b) ¿Cuál es la probabilidad de que aprueben entre 3 y 6 alumnos (inclusive)?.
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Del mismo modo:

p(3 ≤ X ≤ 6) = p(X = 3) + p(X = 4) + p(X = 5) + p(X = 6) =
= 0′0467 + 0′1361 + 0′2541 + 0′2965 = 0′7334

Hemos de tener en cuenta que para la distribución binomial, en las tablas sólo se admiten valores
hasta n=10 (10 repeticiones del experimento). Para valores de n > 10, inevitablemente hemos de
utilizar la fórmula.

Ejemplo:
Los alumnos de cierta clase se encuentran en una proporción del 67% que estudian inglés y el resto

francés.
Tomamos una muestra de 15 alumnos de la clase, calcular:
a) Probabilidad de que al menos encontremos tres alumnos de inglés.
b) Probabilidad de que los 15 alumnos estudien inglés.
c) Probabilidad de que estudien inglés entre 7 y 10 alumnos.
Si éxito = estudiar inglés, p = 0’67 y fracaso = estudiar francés, q = 1-0’67 = 0’33. Manejamos

por tanto una Bin(15;0’67)
a) p(X ≥ 3) = p(X = 3) + p(X = 4) + p(X = 5) + p(X = 6) + . . .+ p(X = 15).
Una opción es calcular estas 13 probabilidades y sumarlas. Como hay que aplicar la fórmula para

calcular cada una, la tarea se puede hacer bastante larga. Otra opción, más sencilla, es pasar al
complementario. El complementario de encontrar al menos 3 alumnos de inglés es encontrar como
mucho 2 alumnos de inglés, p(X ≤ 2).

Es decir,

p(X ≥ 3) = 1− p(X < 3) = 1− p(X ≤ 2) = 1− (p(X = 0) + p(X = 1) + p(X = 2))

y sólo tenemos que calcular 3 probabilidades: p(X = 0) ≈ 0 , p(X=1) = 0’000001, p(X=2) = 0’000026
(¡compruébalo!).

Por lo cual,

p(X ≥ 3) = 1− (0 + 0′000001 + 0′000026) = 1− 0′000027 = 0′999973

b) p(X=15) = 0’0025 (aplica la fórmula).
c)

p(7 ≤ X ≤ 10) = p(X = 7) + p(X = 8) + p(X = 9) + p(X = 10) =
= 0′0549 + 0′1114 + 0′1759 + 0′2142 = 0′5564.

3.2.3. Media y desviación t́ıpica en una distribución binomial

Aunque no se demostará, en una distribución binomial Bin(n;p), el número esperado de éxitos o
media, viene dado por x̄ = n · p. (Recordemos que la media es una medidad de centralización).

La desviación t́ıpica, σ , que es una medida de dispersión y mide lo alejados que están los datos
de la media, viene dada por σ =

√
n · p · q.
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3.3. La distribución Normal

Al estudiar aspectos tan cotidianos como:
- Caracteres morfológicos de individuos ( personas, animales, plantas) de una misma raza. como

tallas, pesos, envergaduras, etc.
- Caracteres fisiológicos, como el efecto de una misma dosis de un fármaco, o de una misma cantidad

de abono.
- Caracteres sociológicos, como el consumo de ciertos productos por individuos de un mismo grupo

humano.
- Caracteres psicológicos, como el cociente intelectual, grado de adaptación a un medio.
- Caracteres f́ısicos, como la resistencia a la rotura de ciertas piezas. . .
todos ellos tienen en común que se distribuyen “normalmente”. ¿Qué quiere decir esta expresión?.

Pués, por ejemplo, si hacemos una estad́ıstica para conocer la altura de 1400 mujeres y representamos
los resultados en un diagrama de barras, obtenemos:

Figura 3.1: Distribución de estaturas de 1400 mujeres

Las gráficas de este tipo son muy corrientes: Hay pocos individuos en los extremos y un aumento
paulatino hasta llegar a la parte central del recorrido, donde está la mayoŕıa de ellos.

Definición: Diremos que una distribución de probabilidad sigue una distribución normal de media x
y desviación t́ıpica σ, y lo representaremos por N (x; σ) cuando la representación gráfica de su función
de densidad es una curva positiva continua, simétrica respecto a la media, de máximo en la media, y
que tiene 2 puntos de inflexión , situados a ambos lados de la media (x − σ y x + σ respectivamente)
y a distancia de σ ella, es decir de la forma:

Figura 3.2: Distribución normal N (x; σ). El máximo está en (x, 1√
2·π·σ2

)
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Dependiendo de los valores que tomen x y σ, la gráfica de esta función puede ser más o menos
alargada, achatada, etc..., pero en cualquier caso siempre tiene las mismas condiciones de simetŕıa,
continuidad, etc reseñadas anteriormente.

El concepto de función de densidad introducido anteriormente no se estudiará con profundidad.
Baste decir que la función de densidad determina la forma de cada distribución de probabilidad. En
el caso de la distribución normal de parámetros x y σ, dicha función viene dada por:

f(x) =
1√

2 · π · σ2
· e−

(x−x)2

2·σ2

Propiedad:
El área encerrada bajo la curva normal N (x; σ) siempre es 1.

La demostración de este resultado no es nada sencilla e implica el uso de resultados matemáticos que
exceden el nivel de este curso.

De entre todas las curvas normales N (x; σ), la más sencilla, usada y conocida es aquella que tiene
por media 0 y por desviación t́ıpica 1, N(0, 1).

Esta normal estándar se suele representar por Z.
La gráfica de esta curva se denomina campana de Gauss y se puede observar en la figura:

Figura 3.3: Distribución normal N (0; 1). El máximo está en (0, 1√
2·π )

Su función de densidad será:
f(x) =

1√
2 · π

· e−
x2

2

Puesto que el área bajo esta curva normal es 1, podemos definir una probabilidad de la siguiente
manera:

Para un valor cualquiera k, definimos la probabilidad de que la distribución Z, N(0;1) , sea menor o
igual que k como:

p(Z ≤ k)= “Área encerrada bajo la curva normal N(0,1) desde −∞ hasta k”
(es decir la parte rayada de la figura siguiente).

Figura 3.4: Área encerrada por la curva normal desde −∞ hasta k

Ahora bien, ¿cómo calcular dicha área?. Fácil: Dichas áreas o probabilidades se encuentran tabu-
ladas.
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3.3.1. Uso de las tablas de la distribución normal N(0;1)

La normal N(0;1) se encuentra tabulada, para valores a partir de 0 y hasta 3’99. Si por ejemplo
queremos calcular p(Z ≤ 2′78), hemos de realizar los pasos:

1. Buscar la parte entera y las décimas en la primera columna (en este caso 2’7).

2. Buscar las centésimas en la primera fila (en este caso 8).

3. En el punto común a la fila y la columna que hemos encontrado, tenemos la probabilidad buscada,
en este caso 0’9973.

Por tanto p(Z ≤ 2′78) = 0′9973.
Si queremos calcular una probabilidad de un valor mayor que 3’99, basta fijarse en que las proba-

bilidades correpondientes a valores tales como 3’62 y mayores ya valen 0’9999 (prácticamente 1). Por
eso, para estos valores mayores que 3’99, diremos que la probabilidad es aproximadamente 1. Aśı:

p(Z ≤ 5′62) ≈ 1

aunque no aparezca en la tabla.

Por otra parte, fijémonos en que en este tipo de distribuciones no tiene sentido plantearse probabili-
dades del tipo p(Z=k), ya que siempre valen 0, al no encerrar ningún área. Por tanto, si nos pidiesen
p(Z=3’2), basta decir que p(Z=3’2)=0.

Este tipo de distribuciones en las cuales la probabilidad de tomar un valor concreto es 0 se de-
moniman distribuciones continuas, para diferenciarlas de otras en las que esto no ocurre, como por
ejemplo la binomial, que es una distribución discreta.

Aśı, al pasar al complementario, si tenemos Z ≥ k, su complementario será Z < k, pero como incluir
k no influye en la probabilidad,al calcular probabilidades podemos escribir:

p(Z ≥ k) = 1− p(Z < k) = 1− p(Z ≤ k)

Sólo se puede hacer esto en distribuciones continuas, en el caso de la binomial esto no se puede hacer
y hay que ser cuidadosos con el paso al complementario.

Ejercicio: Buscar en la tabla de la normal estándar N(0;1) las probabilidades:
a) p(Z ≤ 1′15) b) p(Z ≤ 0′5) c) p(Z ≤ 0′82) d) p(Z ≤ 1′05) e) p(Z ≤ 4′27)

f) p(Z ≤ 18′09)

3.3.2. Cálculo de otras probabilidades

1. Si k es positivo y queremos calcular p(Z ≥ k), es decir el área rayada:

Figura 3.5: p(Z ≥ k). Basta pasar al complementario

basta pasar al complementario, es decir: p(Z ≥ k) = 1− p(Z ≤ k) y esta última probabilidad ya
se encuentra tabulada.

Ejercicio: Calcular p(Z ≥ 0′3) y p(Z ≥ 2′07).
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2. Si k es positivo y queremos calcular p(Z ≤ −k), es decir el área: por simetŕıa, p(Z ≤ −k) =

Figura 3.6: p(Z ≤ −k).Las probabilidades de valores negativos no están tabuladas

p(Z ≥ k) y ésta se calcula como en el caso anterior. Se puede observar la igualdad de áreas en
la figura:

Figura 3.7: p(Z ≤ −k) = p(Z ≥ k). La simetŕıa permite reducir este caso al anterior

Ejercicio: Calcular p(Z ≤ −0′78) y p(Z ≤ −3′2).

3. Si k es positivo y queremos calcular p(Z ≥ −k), es decir el área rayada:

Figura 3.8: p(Z ≥ −k)

entonces, por simetŕıa p(Z ≥ −k) = p(Z ≤ k):

Figura 3.9: p(Z ≥ −k) = p(Z ≤ k).La simetŕıa permite reducir este caso al que ya está tabulado

Ejercicio: Calcular p(Z ≥ −0′96) y p(Z ≥ −1′01).
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4. Probabilidades comprendidas entre dos valores,p(k1 ≤ Z ≤ k2) ,es decir el área rayada:

Figura 3.10: p(k1 ≤ Z ≤ k2). Probabilidad comprendida entre dos valores

se calcula restando las áreas:

Figura 3.11: p(Z ≤ k2) en la primera imagen.p(Z ≤ k1) en la segunda. Al restar obtenemos el área
pedida.

Se quita la parte correspondiente a Z ≤ k1,p(Z ≤ k2)− p(Z ≤ k1).

Ejercicio: Calcular p(−0′96 ≤ Z ≤ 1′49) y p(−1′32 ≤ Z ≤ −0′57).

Ejercicio: Calcular p(Z=2), p(Z ≤ 2), p(Z ≥ 2), p(Z ≤ −2), p(Z ≥ −2), p(−2 ≤ Z ≤ 2),
p(0′81 ≤ Z ≤ 1′33).

3.3.3. Cálculo de probabilidades en normales N(x; σ)

Si no tenemos una distribución N(0;1), sino una N (x; σ) cualquiera, ¿cómo calcular probabilidades,
si no tenemos tabla salvo para N(0;1)?. El siguiente resultado nos da la respuesta.

Propiedad:

Si X sigue una distribución N (x; σ) , entonces la variable Z =
X − x

σ
sigue una distribución N(0,1).

(El paso de la variable X −→ N (x; σ) a la Z −→ N(0;1) se denomina tipificación de la variable X).

Ejemplo:
Las estaturas de 600 soldados se distribuyen de acuerdo a una distribución normal de media 168

y desviación t́ıpica 8 cm. ¿Cuántos soldados miden entre 166 y 170 cm?.

Sea X la distribución de los soldados , X es una N(168,8). Nos piden p(166 ≤ X ≤ 170).
Utilizando el resultado anterior, primero restamos x=168 en la desigualdad:

p(166 ≤ X ≤ 170) = p(166− 168 ≤ X − 168 ≤ 170− 168) = p(−2 ≤ X − 168 ≤ 2)

Y ahora dividimos entre σ = 8, con lo que acabamos de tipificar:

p(166 ≤ X ≤ 170) = p(−2 ≤ X − 168 ≤ 2) = p

(
−2
8

≤ X − 168
8

≤ 2
8

)
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Llamando a
X − 168

8
= Z, ésta ya es normal N(0,1) y se encuentra en las tablas:

p(166 ≤ X ≤ 170) = p(−0′25 ≤ Z ≤ 0′25) = p(Z ≤ 0′25)− p(Z ≤ −0′25) =
= (tablas) = 0′5987− 0′4013 = 0′1974.

(pues p(Z ≤ −0′25) = p(Z ≥ 0′25) = 1− p(Z ≤ 0′25) = 1− 0′5987 = 0′4013).
Ejercicios: 1) En una distribución N(22,5), calcula: p(X ≤ 27),p(X ≥ 27),p(X ≥ 125), p(15 ≤

X ≤ 20), p(17 ≤ X ≤ 30).
2) Los pesos de 60 soldados siguen una distribución N(67,5). Calcula la probabilidad de que el

peso sea:
a) mayor de 80 kg.
b) 50 kg. o menos
c) menos de 60 kg.
d) 70 kg.
e) Entre 60 y 70 kg inclusive.

3.3.4. Otro uso de las tablas

Hasta ahora nos han dado la distribución normal N(0;1) y nos ped́ıan p(Z ≤ k) siendo k un cierto
número, y nos ped́ıan calcular dicha probabilidad.

Ahora bien, otra pregunta puede ser: Dado que en una normal N(0;1) sabemos que p(Z ≤ k) =
0′9573, ¿quién es k?.

La resolución es bien sencilla. Basta buscar 0’9573 dentro de la tabla de la distribución normal, y
lo encontramos en el cruce de la fila 1’7 con la columna 2, y por lo tanto k debe ser 1’72.

Ejercicio: Calcular k si:
a) p(Z ≤ k) = 0′8078.
b) p(Z ≥ k) = 0′0028.

En caso de que el valor a buscar no aparezca directamente dentro de la tabla de la distribución normal,
pueden ocurrir dos posibilidades:

a) Si el valor se encuentra entre dos valores de la tabla y a la misma distancia (aproximadamente)
de cada uno de ellos, por ejemplo: p(Z ≤ k) = 0′7982. En este caso el valor buscado será la media
entre los valores extremos.

Si buscamos en la tabla este valor no aparece directamente, sino que se encuentra entre los valores
0’7967 (que corresponde a 0’83) y 0’7996 (que corresponde a 0’84). Por tanto el valor de k será:

k =
0′83 + 0′84

2
= 0′835

b) Si el valor está entre dos valores, pero muy cercano a uno de ellos, directamente tomamos este valor,
por ejemplo: p(Z ≤ k) = 0′7970. El valor más cercano es 0’9767 (que corresponde a 0’83) y como el
valor buscado está muy cerca de él, entonces directamente k=0’83.

Si la distribución no es normal N(0;1), sino N (x; σ), tendremos que tipificar previamente.
Por ejemplo, si X sigue una normal N(6;3) y p(X ≤ k) = 0′9082, calcula k.
Tipificando:

p

(
X − 6

3
≤ k − 6

3

)
= 0′9082 −→ p

(
Z ≤ k − 6

3

)
= 0′9082

Y buscando en la tabla,
k − 6
3

= 1′33 ⇒ k − 6 = 3′99 ⇒ k = 9′99
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Ejercicios:

1. Calcular k si p(X ≤ k) = 0′6141 y X sigue una N(15,4).

2. De una variable normal N (x; σ) se sabe que p(X ≤ 7) = 0′9772 y p(X ≤ 6′5) = 0′8413. Calcular:

a) x y σ.

b) p(5′65 ≤ X ≤ 6′25)

c) El número k tal que p(X > k) = 0′3
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3.4. Relación entre la distribución binomial y la distribución normal

Es un hecho comprobado que cuando tenemos una distribución Bin(n;p), a medida que n crece, es
dif́ıcil hacer uso de las fórmulas y/o tablas.

Por ejemplo, tiramos un dado 100 veces, calcular la probabilidad de obtener entre 20 y 33 cin-
cos(inclusive).

Si éxito = obtener cinco entonces p =
1
6
y fracaso = no obtener cinco y q =

5
6
.

Tenemos una Bin

(
100;

1
6

)
, y nos piden p(20 ≤ X ≤ 33).

Es inviable aplicar las tablas (pues repetimos el experimento 100 veces) y tampoco la fórmula pues
es inviable calcular, por ejemplo,

p(X = 32) =
(
100
32

)
·
(
1
6

)32

·
(
5
6

)68

¿Cómo resolver el problema?. Del siguiente modo:

Teorema Central del Ĺımite:

La distribución binomial Bin(n;p) se aproxima a una curva normal de media x = n · p y desviación
t́ıpica σ =

√
n · p · q, cuando n tiende a ∞, es decir, cuando n se hace muy grande.

La aproximación se puede aplicar (es una buena aproximación) sólo si n es grande, en concreto n ≥ 30
y además n · p ≥ 5 y n · q ≥ 5. Si no se cumplen estas condiciones NO podemos aproximar la binomial
que tengamos por una distribución normal.

En caso de que podamos aproximar, debemos tener en cuenta que estamos pasando de una variable
discreta (binomial) a una continua (normal), y por tanto son distribuciones diferentes. El “precio” que
hay que pagar por pasar de una a otra se denomina “corrección por continuidad” y consiste en hacer
determinados ajustes para que la aproximación realizada sea lo más precisa posible.

Aśı, si nos piden p(X=k) en una distribución binomial X, y aproximamosX por una distribución normal
Y, no podemos calcular directamente p(Y=k) porque, como ya se ha comentado anteriormente, en
una distribución continua todas estas probabilidades valen 0. La corrección por continuidad consiste
en tomar un pequeño intervalo de longitud 1 alrededor del punto k.

De otro modo, si nos piden p(X=k) con X binomial, con la aproximación normal Y deberemos
calcular p(k − 0′5 ≤ Y ≤ k + 0′5).

Del mismo modo se razona en el caso de probabilidades acumuladas en la binomial. Algunos
ejemplos:

Si nos piden p(X < k) con X binomial, aproximando por Y normal calcularemos p(Y ≤ k−0′5). La
explicación de que haya que restar 0’5 y no sumarlo es que queremos que X sea menor estrictamente
que k, con lo cuál, si sumase 0’5 , el propio k apareceŕıa en la probabilidad a calcular y NO debe
aparecer.

Por contra, si debiésemos calcular p(X ≤ k), con X binomial, fijémonos que ahora k SÍ está incluido
en la probabilidad y por tanto al aproximar por la normal Y debeŕıamos calcular p(Y ≤ k + 0′5).

Comprender estos dos hechos es fundamental para realizar bien la correción por continuidad al
aproximar una distribución binomial por una normal.

En el caso anterior,x = n · p =
100
6

= 16′67 y σ =
√

n · p · q =
√

500
36

= 3′73. De modo que, como

n ≥ 30, n · p = 16′67 ≥ 5 y nq̇ = 83′33 ≥ 5, se pude aproximar la binomial por la normal, es decir:

X −→ Bin

(
100;

1
6

)
≈ Y −→ N (16′67; 3′73)
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Entonces:

p(20 ≤ X ≤ 33) ≈︸︷︷︸
(∗)

p(20− 0′5 ≤ Y ≤ 33 + 0′5) = p

(
19′5− 16′67

3′73
≤ Y − 16′67

3′73
≤ 33′5− 16′67

3′73

)
=

= p(0′89 ≤ Z ≤ 4′51) = p(Z ≤ 4′51)− p(Z ≤ 0′89) ≈ 1− 0′8133 = 0′1867

Notemos que en el paso señalado por (*) hemos cambiado X(binomial) por Y(normal) y se ha realizado
la corrección por continuidad.



Caṕıtulo 4

INFERENCIA ESTADÍSTICA

4.1. Introducción

Inferir: Sacar una consecuencia de una cosa. Sacar consecuencia o deducir una cosa de otra.
La estad́ıstica, ciencia o rama de las Matemáticas que se ocupa de recoger datos, analizarlos y

organizarlos, y de realizar las predicciones que sobre esos datos puedan deducirse, tiene dos vertientes
básicas:

a) Estad́ıstica descriptiva: Básicamente se ocupa de la 1ª parte, es decir, a partir de ciertos datos,
analizarlos y organizarlos. Es aqúı donde tiene sentido calcular la media, mediana, moda, desviación
media, desviación t́ıpica, etc.

b) Estad́ıstica inferencial: Se ocupa de predecir, sacar conclusiones, para una población tomando
como base una muestra (es decir , una parte) de dicha población. Como todas las predicciones, siempre
han de hacerse bajo un cierto grado de fiabilidad o confianza.

Será esta última vertiente de la estad́ıstica la que estudiemos en este tema.

4.2. Muestreos

Ya sabemos que una población es el conjunto de individuos sobre los que hacemos cierto estudio, y
que una muestra es un subconjunto de la población. Es evidente que los resultados de una determinada
encuesta tendrán un mayor grado de fiabilidad si dicha encuesta se realiza sobre la población completa.
Sin embargo, en la mayoŕıa de las ocasiones esto no es posible, debido a múltiples razones:

* Imposibilidad material (Hacer una encuesta a los casi 41 millones de españoles es imposible,hacer
un estudio sobre la fecha de caducidad de un producto. Si lo hacemos con todos los productos ¿qué ven-
demos luego?)

* Imposibilidad temporal (Hacer un estudio sobre la duración de una bombilla. ¿Cuánto debemos
esperar para saberlo?).

Por tanto, es habitual que tengamos que manejarnos con muestras, de modo que es importante
saber elegir bien una muestra de la población, una muestra que represente bien a dicha pbolación.

Hay muchas maneras de elegir una muestra de una población.
Antes de pasar a analizar dichas formas de extracción de muestras, lo que si hemos de dejar claro

es que todas las muestras han de cumplir varias condiciones indispensables.
Es evidente que para que el estudio a realizar sea fiable, hay que cuidar mucho la elección de

la muestra, para que represente en la medida de lo posible a la población de la que se extrae. Si la
muestra está mal elegida, diremos que no es representativa.

En este caso, se pueden producir errores imprevistos e incontrolados. Dichos errores se denominan
sesgos y diremos que la muestra está sesgada.

Una de las condiciones para que una muestra sea representativa es que el muestreo (o sistema
para elegir una muestra de una población) que se haga sea aleatorio, es decir, todas las personas de

56



CAPÍTULO 4. INFERENCIA ESTADÍSTICA 57

la población tengan las mismas posibilidades de ser elegidas, mientras que si la elección de la muestra
es subjetiva, es probable que resulte sesgada.

Las distintas maneras de elegir una muestra de una población se denominan muestreos. Básicamente
hay dos tipos de muestreos:

1. Muestreo no probabiĺıstico: El investigador no elige la muestra al azar, sino mediante determi-
nados criterios subjetivos.

2. Muestreo probabiĺıstico: Cuando la muestra se elige al azar. En este caso podemos distinguir
varios tipos:

a) Muestreo aleatorio simple: Aquel en el que cada individuo de la población tiene las mismas
posibilidades de salir en la muestra.

b) Muestreo sistemático: En el que se elige un individuo al azar y a partir de él, a intervalos
constantes, se eligen los demás hasta completar la muestra.

c) Muestreo estratificado: En este muestreo se divide la población en clases o estratos y se
escoge, aleatoriamente, un número de individuos de cada estrato proporcional al número
de componentes de cada estrato.

d) Muestreo por conglomerados:Si no disponemos de la relación de los elementos de la pobla-
ción, o de los posibles estratos, no podemos aplicar los muestreos anteriores.
Aqúı entra el llamado muestreo por conglomerados, donde en lugar de elegir individuos
directamente, se eligen unidades más amplias donde se clasifican los elementos de la pobla-
ción, llamados conglomerados. En cada etapa del muestreo en lugar de seleccionar elementos
al azar seleccionamos conglomerados.
Los conglomerados deben ser tan heterogéneos como la población a estudiar, para que la
represente bien. Luego se elegiŕıan algunos de los conglomerados al azar, y dentro de éstos,
analizar todos sus elementos o tomar una muestra aleatoria simple.
No debemos confundir estrato y conglomerado. Un estrato es homogéneo (sus elementos
tienen las mismas caracteŕısticas), mientras que un conglomeardo es heterogéneo (debe
representar bien a la población).

Veamos la diferencia de estos muestreos mediante un ejemplo:
Imaginemos que hemos de recoger una muestra de 20 alumnos de entre los de un instituto de 600.
-Muestreo aleatorio simple: Elegiŕıamos un alumno al azar (probabilidad de elegirlo 1

600 . Lo de-
volvemos a la población y se elige otro (probabilidad de elegirlo 1

600), y aśı hasta 20. Notemos que
si no devolviésemos al alumno, entonces, la probabilidad de escoger al 2º alumno seŕıa 1

599 , y ya no
todos tendŕıan la misma probabilidad de ser elegidos. El problema es que entonces permitimos que se
puedan repetir individuos.

-Muestreo sistemático: Como hemos de elegir 20 alumnos de 600, es decir, 1 de cada 30, se procede
aśı: Se ordenan los alumnos y se numeran, se elige uno al azar, por ejemplo el alumno 27, y luego los
demás se eligen a partir de este a intervalos de 30 alumnos. Escogeŕıamos por tanto a los alumnos:

27,57,87,117,147,177,207,237,267,297,327,357,387,417,447,477,507,537,567,597

y el alumno 627 ya es otra vez el 27.
-Muestreo estratificado: Si queremos que la muestra sea representativa, lo mejor será conocer

cuántos alumnos de cada curso hay, es decir, si hay 200 alumnos de 3º ESO, 150 de 4º ESO, 150 de
1º Bachillerato y 100 de 2º Bachillerato, procedeŕıamos:

Como de 600 en total hemos de elegir a 20, de 200 de 3º de ESO hemos de elegir x:

20
600

=
x

200
−→ x =

4000
600

= 6′6 ≈ 7 alumnos de 3º
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(Utilizando la regla de tres)
De igual manera podemos calcular los alumnos correspondientes a los demás cursos:

20
600

=
y

150
−→ y =

3000
600

= 5 alumnos de 4º

20
600

=
z

150
−→ z =

3000
600

= 5 alumnos de 1º

20
600

=
t

100
−→ t =

2000
600

= 3′3 alumnos de 2º

De modo que en nuestra muestra de 20, 7 alumnos son de 3º, 5 de 4º, 5 de 1º y 3 de 2º. Para la
elección de cada alumno dentro de cada curso, utilizamos el muestreo aleatorio simple.

-Muestreo por conglomerados: Para ver este muestreo, hemos de cambiar el ejemplo.
Supongamos que queremos extraer una muestra aleatoria de los estudiantes universitarios del páıs.

Necesitariamos una lista con todos ellos para poder realizar algún muestreo del tipo de los 3 anteriores,
lo cuál es muy dif́ıcil de conseguir. Sin embargo, los estudiantes estan clasificados por Universidades,
Facultades y Clases.

Podemos seleccionar en una primera etapa algunas Universidades, después algunas facultades al
azar, dentro de las facultades algunas clases y dentro de las clases, algunos estudiantes por muestreo
aleatorio simple. Los conglomerados en cada etapa seŕıan las diferentes Universidades, las diferentes
facultades y los diferentes clases.

Como vemos los conglomerados son unidades amplias y heterogéneas.

Ejercicio:
En una población de 1500 jóvenes,7500 adultos y 1000 ancianos, se hace una encuesta a 200 personas

para conocer sus actividades de ocio preferidas. Si se utiliza un muestreo estratificado, ¿qué tamaño
muestral corresponde a cada estrato?.

4.3. Estimación por puntos

Como el objetivo principal de la estad́ıstica inferencial es el estudio de la población y realizar
predicciones a cerca de ella pero a partir de una muestra de ella , no de la población entera, en
principio, tendremos que estimar los ı́ndices de la población a partir de los ı́ndices correspondientes
para la muestra.

En una primera aproximación, parece lógico pensar que si queremos determinar la media de una
cierta población, si hemos cogido una muestra representativa de dicha población, la media de la muestra
(que es fácilmente calculable porque tenemos los datos) será muy parecida a la de la población y por
tanto sirva para estimarla.

Distinguiremos, por tanto, entre:

1. Parámetros poblacionales: Que son los ı́ndices centrales y de dispersión que definen a una po-
blación.

Representaremos la media poblacional µ y la desviación t́ıpica poblacional σ.

En el caso de proporciones, la proporción de población que tiene una determinada caracteŕıstica
la denotaremos por p y la proporción que no la cumple por q = 1− p. (Como en la Distribución
binomial)

2. Estad́ısticos poblacionales: Son los ı́ndices centrales y de dis persión que definen a una muestra.

Representaremos la media muestral por x y la desviación t́ıpica muestral por s.

En el caso de proporciones, la proporción de muestra que tiene una determinada caracteŕıstica
la denotaremos por p̂ y la proporción que no la cumple por q̂ = 1− p̂.
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¿Cuál es el problema de la estimación entonces?. Como vamos a disponer de una muestra, lo que
podemos calcular es x y s (o bien p̂ y q̂), y a partir de estos intentar estimar quienes tienen que ser µ
y σ (o bien p y q), los reales para la población.

En la estimación por puntos, el conocimiento de un estad́ıstico muestral nos permitirá decidir cuál
es el correspondiente parámetro de la pobla ción. Para ello hemos de conocer cuál es la relación entre
un estad́ıstico y el corresp ondiente parámetro.

4.4. Distribución muestral de medias

Si tenemos una población de parámetros desconocidos µ y σ, y tomamos una muestra, podemos
calcular la media muestral,x1, que tendrá cierta relación con µ.

Podŕıamos tomar otra muestra, de igual tamaño, y calcular de nuevo su media muestral x2, que
también estará relacionada con µ.

Aśı sucesivamente, considerando varias muestras y haciendo las medias muestrales respectivas,
tenemos una serie de medias, relacionadas de alguna manera con µ ¿cómo?. De la siguiente forma:

Propiedad: Si la población sigue una distribución normal N (µ, σ), donde µ y σ son desconocidos, si
elegimos todas las muestras de cierto tamaño (n) , de forma que sean representativas, entonces:

a) La media de las medias muestrales de todas las muestras posibles, es igual a la media poblacional,
es decir:

x =
x1 + x2 + . . .+ xk

k
= µ

b) La desviación t́ıpica de las medias muestrales posibles es:

sx =
σ√
n

donde σ es la desviación t́ıpica poblacional y n es el tamaño de las muestras.

Conclusión: Las medias de las muestras de tamaño n extráıdas de una población de parámetros µ y
σ , siguen una distribución:

X −→ N

(
µ,

σ√
n

)

siempre que dichas muestras tengan un tamaño n ≥ 30.

Notas importantes:
a) Este resultado es consecuencia del Teorema Central del ĺımite.
b) Si la población es normal, el resultado se cumple para muestras de CUALQUIER tamaño

(incluso menor que 30).
c) Si σ es desconocida, el mismo resultado sigue siendo cierto sustituyendo en la fórmula σ por s.

Ejemplo: La altura de los estudiantes de una población se distribuye según una normal de media 167
y desviación t́ıpica 3’2.

a) Calcula la probabilidad de que un estudiante mida menos de 165 cm.
b) Se toma una muestra de 10 estudiantes. Calcula la probabilidad de que la media muestral sea

menor que 165 cm.

En el apartado a) , manejamos la variable

X −→ N (165; 3′2)

siendo X= “altura de un estudiante”.
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La probabilidad pedida será:

p(X < 165) = p

(
X − 167
3′2

<
165− 167

3′2

)
= p(Z < −0′63) = 0′2676

En el apartado b), la variable que manejamos ya no es X, sino que tenemos una muestra de 10
estudiantes. Como la población inicial es normal, podemos aplicar el resultado anterior aunque la
muestra sea de tamaño menor que 30. Aśı, la variable a estudiar es

X=”media de las alturas de 10 estudiantes”, que según lo dicho, sigue una distribución

X −→ N

(
165;

3′2√
10

)
= N (165; 1′012)

Nos piden:

p(X < 165) = p

(
X − 167
1′012

<
165− 167
1′012

)
= p(Z < −1′97) = 0′0244

Ejemplo: Los pesos de los tornillos que fabrica cierta máquina se distribuyen según una N (142′32; 8′5)
(medidas en gr.). Se toman muestras de 25 tornillos. Calcular:

a) Distribución que siguen las medias de esas muestras.
b) Probabilidad de que una muestra elegida al azar de 25 tornillos tenga un peso medio superior

a 144’6 gr.
c) La misma pregunta si la muestra es de 100 tornillos.

a) Como las muestras son de tamaño n=25 y la población es normal N (142′32; 8′5), las medias mues-
trales siguen una distribución:

X −→ N

(
142′32;

8′5√
25

)
= N (142′32; 1′7)

b) Nos piden:

p(X ≥ 144′6) = p

(
Z ≥ 144′6− 144′32

1′7

)
= p(Z ≥ 1′34) = 1− p(Z ≤ 1′34) = 0′0901

c) Si las muestras son de tamaño n=100, las medias muestrales siguen una distribución:

X −→ N

(
142′32;

8′5√
100

)
= N (142′32; 0′85)

y por tanto:

p(X ≥ 144′6) = p

(
Z ≥ 144′6− 144′32

0′85

)
= p(Z ≥ 2′68) = 1− p(Z ≤ 2′68) = 0′0037

Ejercicio: Una máquina ha fabricado piezas de precisión con un peso medio de 150 gr. y una desviación
t́ıpica de 20 gr. Calcular la probabilidad de que una muestra de 80 piezas tenga un peso medio de más
de 155 gr. (Solución: 0’0129)

4.5. Distribución muestral de proporciones

Nos planteamos ahora determinar qué proporción de una población posee un cierto atributo, por
ejemplo si es fumador o no fumador, si tiene ordenador o no, si tiene alergia o no,etc... El estudio de este
tipo de proporciones es equiparable al de una distribución binomial (donde sólo hay dos posibilidades).
Si la proporción éxito es p y la de fracaso q, y se toma una muestra de la población de tamaño n, al
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igual que en el caso anterior, para cada muestra tendremos una proporción muestral que denotaremos
por p̂ y una desviación t́ıpica muestral que denotaremos por sp̂.

Entonces,utilizando razonamientos similares a los del apartado anterior, se verifica que p̂ = p, y

sp̂ =
√

p · q
n

por tanto:

Conclusión: Las proporciones muestrales de tamaño n ≥ 30, extráıdas de una población en la que la
probabilidad de éxito es p, se ajustan a una normal

N

(
p;
√

p · q
n

)

Ejemplo: Una fábrica de pasteles fabrica, en su producción habitual, un 3% de pasteles defectuosos.
Un cliente recibe un pedido de 500 pasteles de la fábrica.

a) Probabilidad de que encuentre más del 4% de pasteles defectuosos.
b) Probabilidad de que encuentre menos de un 1% de pasteles defectuosos.

a) En este caso éxito= “pastel defectuoso”, y la proporción poblacional de éxito es de p =
3
100

tanto,

q =
97
100

. La muestra que recibe el cliente es de tamaño n=500.
Por tanto, las proporciones muestrales siguen una distribución:

p̂ −→ N


 3
100

;

√
3

100 · 97
100

500


 = N (0′03; 0′076)

puesto que las muestras tienen tamaño mayor que 30.
La probabilidad pedida es que la proporción de pasteles defectuosos en la muestra sea mayor del

4%, es decir:

p(p̂ ≥ 0′04) = p

(
Z ≥ 0′04− 0′03

0′0076

)
= p(Z ≥ 1′32) = 0′0934

b) En este caso es

p(p̂ ≤ 0′01) = p

(
Z ≤ 0′01− 0′03

0′0076

)
= p(Z ≤ −2′63) = 0′0043

Ejercicios:

1. De una población de 120 alumnos , hay 48 que tienen 2 o más hermanos. Si de dicha población
se toman muestras de tamaño 40.

a) ¿Qué distribución siguen las proporciones muestrales?.

b) ¿Cuál es la probabilidad de que se encuentre en dicha muestra una proporción de más del
55% de alumnos con 2 o más hermanos?.

2. Las notas de cierto examen se distribuyen según una normal de media µ=5’3 y desviación t́ıpica
σ=2’4. Hallar la probabilidad de que un estudiante tomado al azar tenga una nota:

a) Superior a 6’5

b) Inferior a 5’2

c) Comprendida entre 5 y 6’5

Halla las mismas probabilidades para de la media de las notas de 16 estudiantes elegidos al azar.

3. En un saco mezclamos jud́ıas blancas y pintas en la relación de 14 blancas por cada pinta.
Extraemos un puñado de 100 jud́ıas. Calcula la probabilidad de que la proporción de jud́ıas
pintas esté comprendida entre 0’05 y 0’1.
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4. El cociente intelectual, CI, de unos universitarios se distribuye normalmente con media 100 y
desviación t́ıpica 11.

a) Se elige al azar una persona. Hallar la probabilidad de que su CI esté entre 100 y 103.

b) Se elige al azar una muestra de 25 personas. Encontrar la probabilidad de que la media de
sus cocientes intelectuales esté entre 100 y 103.

4.6. Intervalos de probabilidad

En una variable normal cualquiera N (µ, σ), se verifica que:
1. En el intervalo (µ − σ, µ+ σ) está el 68’26% de la población.
2. En el intervalo (µ − 2 · σ, µ+ 2 · σ) está el 95’44% de la población.
3. En el intervalo (µ − 3 · σ, µ+ 3 · σ) está el 99’74% de la población.

Figura 4.1: Porcentajes de población en los diferentes intervalos simétricos de una normal N (µ, σ).

Es evidente que a medida que el intervalo se ampĺıa, hay mayor porcentaje de la población en él.
En general, dado un porcentaje del N%, siempre es posible encontrar un intervalo simétrico res-

pecto de la media de forma que dicho intervalo contenga a dicho porcentaje de población.

Más explicitamente, se denomina intervalo de probabilidad a aquel intervalo para el cuál se sabe que
hay una seguridad del N% de que los parámetros muestrales (x o p̂) se encuentren en dicho intervalo.
La seguridad N viene fijada previamente.

Si queremos que el N% de la población esté en el intervalo, denominaremos nivel de confianza al
número:

1− α =
N

100
y unido a este, se encuentra el llamado nivel de significación, que viene dado por α. Este nivel en
general vendrá explicitado en las condiciones del problema, si bien los valores más comunes suelen ser
del 90%,95% y 99%.

Ejemplo: Si queremos que el 88% de la población esté en el intervalo, el nivel de confianza será 1−α =
88
100

= 0′88, mientras que el nivel de significación será α = 1− 0′88 = 0′12.
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4.6.1. Intervalo de probabilidad para la media muestral x

Si la población sigue una distribución de parámetros µ y σ, y las muestras son de tamaño n ≥ 30
(o bien la población ya es normal y las muestras son de cualquier tamaño), sabemos que la media
muestral x sigue una distribución:

X −→ N

(
µ;

σ√
n

)

Se trata de encontrar el valor de k como en la figura:

Figura 4.2: Buscamos el valor de k que deje en el intervalo (µ − k, µ + k) al (1 − α) · 100% de la
población.

Razonemos ahora sobre la normal Z −→ N(0;1) que es la que se encuentra tabulada Si queremos
que el intervalo buscado contenga a la media muestral con una confianza de 1− α, entonces fuera del
intervalo el área tiene que ser de α, y como la curva es simétrica, en cada una de las ramas fuera de
la región rayada, tenemos un área de

α

2
. Llamaremos zα

2
al punto situado en el eje x que separa la

región rayada de la otra.

Figura 4.3: Buscamos el valor de zα
2
que deje en el intervalo (−zα

2
, zα

2
) al (1− α) de la población en

la N(0;1)

Es evidente que se cumple:
p
(
Z ≥ zα

2

)
=

α

2
o dicho de otro modo:

p
(
Z ≤ zα

2

)
= 1− α

2
probabilidad que se busca dentro de la tabla como hemos visto anteriormente en el tema de la normal.

Ahora bien, este valor sólo sirve para la normal estándar N(0;1). Nosotros manejamos la normal

N

(
µ;

σ√
n

)
y para pasar a la normal estándar deberemos tipificar:

k − µ
σ√
n

= zα
2

de donde despejando, encontramos k, el valor buscado:

k = µ+
σ√
n
· zα

2
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Aśı, dado el nivel de significación α o el de confianza 1 − α, podemos determinar el intervalo de
probabilidad para la media muestral, que será:

(
µ − zα

2
· σ√

n
, µ+ zα

2
· σ√

n

)

Ejemplo Determinar, en la distribución N(0;1), el valor que concentra el 75% de la población en un
intervalo simétrico respecto a la media

Ahora 1−α = 0′75, es decir α = 0′25 y por tanto
α

2
= 0′125, es decir, buscamos el valor z0′125, de

modo que, como en la figura, dejemos el 75% de la población en el centro.

Figura 4.4: Buscamos el valor de z0′125 que deje en el intervalo (−z0′125, z0′125) al 0’75 de la población
en la N(0;1)

Se cumple que p(Z ≥ z0′125) = 0′125, es decir p(Z ≤ z0′125) = 0′875,y si buscamos en la tabla,
resulta que el valor es:

z0′125 = 1′15

Ejercicio: Encuentra el valor correspondiente que concentre el 88% de la población.

Ejemplo:Calcular el intervalo de probabilidad con un nivel de confianza del 95% para la media de
una muestra de 100 recién nacidos, sabiendo que la población de recién nacidos sigue una normal de
media µ=3100 gr. y desviación tipica σ=150 gr.

Como el nivel de confianza es 0’95, entonces 1 − α = 0′95 y por tanto α = 0′05 y en cada rama
fuera de la región queda

α

2
= 0′025.

Buscamos entonces z0′025, que es el valor que deja a su derecha un área de 0’025, es decir:

p(Z ≥ z0′025) = 0′025 =⇒ p(Z ≤ z0′025) = 0′975

Buscando este valor dentro de la tabla se obtiene que el valor de z0′025 = 1′96, y por tanto el intervalo
para la media muestral es:
(
3100− 1′96 · 150√

100
, 3100+ 1′96 · 150√

100

)
= (3100− 1′96 · 15, 3100+ 1′96 · 15) = (3070′6, 3129′4)

Esto significa que el 95% de las muestras de tamaño 100 tendrá su media comprendida entre estos 2
valores: (3070’6,3129’4)

Ejercicio: Calcular el mismo intervalo con una confianza del 99%.
Ejercicio: Las notas de una población de 150 alumnos siguen una distribución de media 5’5 y

varianza 4’1616. Extaremos muestras de tamaño 36. Calcula el intervalo de probabilidad para un nivel
de confianza del: a)75% b) 86’64%, e interpreta los resultados.

(NOTA: Recordemos que la varianza y la desviación t́ıpica de una distribución están relacionadas
porque la varianza es el cuadrado de la desviación t́ıpica y se representa por σ2).
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4.6.2. Intervalo de probabilidad para la proporción muestral p̂

Razonando de igual manera se puede llegar a que para el nivel de significación α el intervalo para
la proporción muestral p̂ es (

p − zα
2
·
√

p · q
n

, p+ zα
2
·
√

p · q
n

)

donde p y q son las proporciones poblacionales y n ≥ 30.

Ejercicio: Sabiendo que la proporción de alumnos con v́ıdeo de una población de 120 alumnos es de
p=0’7, halla el intervalo de probabilidad para la proporción de:

a) las muestras de tamaño 30 con una confianza del 75%.
b) las muestras de tamaño 49 con una confianza del 90%.
c) las muestras de tamaño 49 con una confianza del 99%.

4.7. Estimación por intervalos

La estimación anterior, la puntual, se utiliza poco, pues no tenemos datos suficientes que nos
indiquen el grado de fiabilidad del dato muestral que hemos tomado. Lo que tiene más sentido plan-
tearse es cuál es la probabilidad de que la media o proporción poblacional pertenezcan a un intervalo
determinado.

4.7.1. Estimación de la media de una población µ

La media µ de una población es desconocida y deseamos conocerla. Para ello, basándonos en los
intervalos de probabilidad, sabemos que si la población tiene parámetros µ y σ, la media muestral x
sigue una distribución:

X −→ N

(
µ;

σ√
n

)

, siendo n el tamaño de la muestra, y sabemos que el intervalo de probabilidad a nivel de confianza
1− α para x es: (

µ − zα
2
· σ√

n
, µ+ zα

2
· σ√

n

)

es decir, que:
µ − zα

2
· σ√

n
≤ x ≤ µ+ zα

2
· σ√

n

De la primera desigualdad se sigue que:

µ − zα
2
· σ√

n
≤ x =⇒ µ ≤ x+ zα

2
· σ√

n

Y de la segunda:
x ≤ µ+ zα

2
· σ√

n
=⇒ µ ≥ x − zα

2
· σ√

n

Luego se deduce que:
x − zα

2
· σ√

n
≤ µ ≤ x+ zα

2
· σ√

n

Es decir, que el intervalo de confianza con nivel de confianza 1 − α para la media poblacional µ

desconocida es: (
x − zα

2
· σ√

n
, x+ zα

2
· σ√

n

)

NOTA:
a) Hay que añadir que para aplicar este resultado, o bien las muestras tienen tamaño n ≥ 30, o

bien la población sigue una distribución normal.
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b) Si la desviación t́ıpica de la población σ, es desconocida, se utilizará, la desviación t́ıpica muestral
s en su lugar,y el intervalo seŕıa:

(
x − zα

2
· s√

n
, x+ zα

2
· s√

n

)

Al valor
σ√
n
se le denomina error t́ıpico o estándar.

Ejemplo: Para estimar la media de los resultados que obtendŕıan al resolver un cierto test los alumnos
de 4º de E.S.O. de la Comunidad de Castilla-León, se les pasa el test a 400 alumnos escogidos al azar,
con los resultados de la tabla:

Puntuación Número de alumnos
1 24
2 80
3 132
4 101
5 63

A partir de ellos, estima con un nivel de confianza del 95% el valor de la media poblacional.
Aprovechando repasaremos el cálculo de algunos parámetros estad́ısticos.
Como sólo disponemos de la muestra, no conocemos la media ni la desviación t́ıpica poblacional,

hemos de calcular la media y la desviación t́ıpica muestral.
Para ello, calculamos la tabla siguiente:

X Frec.absoluta fi X · fi X2 X2 · fi

1 24 24 1 24
2 80 160 4 320
3 132 396 9 1188
4 101 404 16 1616
5 63 315 25 1575

Total 400 1299 4723

Resulta:
x =

1299
400

= 3′25

Varianza=s2 =
4723
400

− (3′25)2 = 11′81− 10′56 = 1′25

s =
√

s2 =
√
1′25 = 1′12

Ya tenemos los parámetros muestrales. Hemos de determinar el intervalo de confianza para µ. Como
1− α= 0’95, resulta que α = 0′05 y queda

α

2
= 0′025.

Se obtiene que el valor es z0′025 = 1′96, por tanto el intervalo de confianza para µ, al 95% es:
(
3′25− 1′96 · 1

′12√
400

, 3′25 + 1′96 · 1
′12√
400

)
= (3′25− 0′11, 3′25 + 0′11) = (3′14, 3′36)

Por tanto tenemos una confianza del 95% de que la nota media de la población esté comprendida
entre 3’14 y 3’36.

Ejercicio: De una variable estad́ıstica conocemos la desviación t́ıpica, 8, pero desconocemos la media.
Para estimarla, extraemos una muestra de tamaño 60 cuya media es 37. Estimar la media poblacional
con una confianza del 99%.
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Error máximo admisible:
Hemos visto que el intervalo de confianza para la media poblacional µ es:

(
x − zα

2
· σ√

n
, x+ zα

2
· σ√

n

)

Se cumple entonces que la diferencia, en valor absoluto, entre las medias poblacional y muestral es:

|µ − x| < zα
2
· σ√

n

Al valor
E = zα

2
· σ√

n

se le llama error máximo admisible. Dicho error tiene las siguientes propiedades:
a) El error es manor cuanto mayor sea el tamaño de la muestra (n), porque dividimos por un

número cada vez mayor.
b) El error es mayor al aumentar el nivel de confianza, puesto que el valor zα

2
aumenta, como se

observa en la tabla:

Confianza=1− α zα
2

0’9 1’645
0’95 1’96
0’99 2’575

Para reducir el error, por tanto, no hay que aumentarla confianza, sino el tamaño de la muestra elegida.
Si conocemos el error y el nivel de confianza, podemos calcular el tamaño de la muestra , usando

la fórmula del error.

Ejercicio: Al medir un tiempo de reacción, un psicólogo sabe que la desviación t́ıpica del mismo es
0’5 segundos. ¿Cuál es el número de medidas que deberá realizar para que con una confianza del 99%,
el error de estimación no exceda de 0’1 segundos?.

4.7.2. Estimación de una proporción

Si para cierta población se desconoce la proporción p de individuos que poseen cierta caracteŕıstica,
y deseamos dar un intervalo de confianza para el valor de p, como el intervalo de probabilidad para la
proporción muestral,p̂ ,para el nivel de confianza 1− α en una muestra de tamaño n es:

(
p − zα

2
·
√

p · q
n

, p+ zα
2
·
√

p · q
n

)

Razonando igual que en el caso anterior, concluimos que:
El intervalo de confianza para p a un nivel de confianza de 1− α es:

(
p̂ − zα

2
·
√

p · q
n

, p̂+ zα
2
·
√

p · q
n

)

Aunque como habitualmente no se conoce p en realidad se usa:
(

p̂ − zα
2
·
√

p̂ · q̂
n

, p̂+ zα
2
·
√

p̂ · q̂
n

)

NOTA: a) Es necesario que n ≥ 30 para poder aplicar esta fórmula.
b) Habitualmente en las encuestas, se suele utilizar, en lugar de la última fórmula, el valor de

p=q=0’5, que es la situación más desfavorable.
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Ejercicio: Determina el intervalo de confianza, con una significación del 0’05 para la proporción
poblacional de fumadores entre los jóvenes menores de 21 años, a partir de una muestra de tamaño
900, cuando no se conocen valores de p anteriores. Considera los dos casos anteriores (usando p̂ y
p=q=0’5). La proporción de fumadores en la encuesta ha sido de p̂ = 0′3.

El error máximo admisible en este caso es:

E = zα
2
·
√

p · q
n

o en caso de no conocer p:

E = zα
2
·
√

p̂ · q̂
n

Ejercicio: Para 96 familias españolas elegidas al azar se ha determinado que la TV permanece en-
cendida en la casa una media de 217 minutos diarios, la desviación t́ıpica de la muestra fue de 40
minutos.

a) Para una fiabilidad del 95% ¿qué error se asume cuando se da por bueno ese dato para el total
de las familias españolas?.

b) ¿Qué tamaño muestral seŕıa necesario para reducir ese error a la mitad?.

NOTA: Diferencia entre intervalos de probabilidad y de confianza
En un intervalo de probabilidad lo que conocemos es la media y desviación t́ıpica poblacionales,

y damos el intervalo donde se encontrará (para un cierto nivel de confianza) la media muestral o la
proporción muestral.

Sin embargo, en un intervalo de confianza entramos ya en el terreno de la estimación, es decir
NO conocemos la media poblacional (y en ocasiones tampoco la desviación t́ıpica poblacional) ni la
proporción poblacional , sino que sólo conocemos, o podemos calcular, la media muestral o la proporción
muestral, y de lo que se trata es de dar un intervalo en el que se encuentre la media poblacional (o la
proporción poblacional).



Caṕıtulo 5

TEST DE HIPÓTESIS

5.1. Introducción

En este tema trataremos el importante aspecto de la toma de decisiones, referida a decidir si un
valor obtenido a partir de la muestra es probable que pertenezca a la población.

En general, la media (o proporción) en una muestra suele ser distinta a la media de la población,
de la cuál se extrae la muestra. Lo normal suele ser que tal diferencia entre la media muestral y
poblacional sea pequeña y debida al azar, pero podŕıa suceder que dicha diferencia no esté justificada
por el azar y se deba a un cambio en la población, y debamos modificar los datos que conocemos
previamente.

Ejemplos:
a) Hace algunos años, la media de estatura de los españoles adultos varones era de 170 cm y su

desviación t́ıpica 9 cm. Pasado el tiempo, un muestreo realizado a 36 adultos da una medida de 172
cm. ¿Puede afirmarse que esa diferencia de 2 cm es debida al azar o realmente la estatura media ha
aumentado?.

b) Supongamos que, respecto a una determinada ley, el 52% de los ciudadanos está en contra.
Pasado el tiempo, una encuesta realizada a 400 personas indica que los ciudadanos en contra han
descendido hasta el 49%.¿Ha cambiado realmente la opinión pública o tal resultado es debido al
azar?.

c) El porcentaje de aprobados en las PAU en un determinado distritouniversitario ha sido del 82%.
En una ciudad de ese distrito, el porcentaje de aprobados fue del 86%. ¿Puede afirmarse con un nivel
de confianza del 90% que los resultados en esa ciudad son superiores a la media?.

Los métodos de decisión estad́ıstica están ligados a los de estimación de parámetros mediante los
intervalos de confianza, aunque también aparecerán otros nuevos conceptos.

5.2. Hipótesis estad́ısticas

Trataremos de utilizar los datos obtenidos en una muestra para tomar decisiones sobre la población.
Para ello, debemos realizar ciertos supuestos o conjeturas sobre las poblaciones. Estos supuestos, que
pueden ser o no ciertos,se llaman hipótesis estad́ısticas.

Podemos, entonces, definir el test de hipótesis o contraste de hipótesis como el procedimiento
estad́ıstico mediante el cuál se investiga la verdad o falsedad de una hipótesis acerca de una población
o poblaciones.

Dichas hipótesis se formularán sobre la media poblacional µ o la proporción poblacional p.

Llamaremos hipótesis nula, y se representa por H0, a la hipótesis que se formula y por tanto se quiere
contrastar o rechazar, e hipótesis alternativa, y se representa por H1, a cualquier otra hipótesis que
sea diferente de la formulada, y que sea contraria a H0, de forma que la aceptación de la hipótesis nula
H0 implica el rechazo de la alternativa H1 y viceversa, el rechazo de H0 implica la aceptación de H1.

72
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En un problema de contraste de hipótesis, pues, siempre tiene que formularse una hipótesis nula H0,
y ha de ir acompañada de una alternativa, H0 que es la que aspira a desplazar a la nula.

Ejemplo: Un investigador afirma que la temperatura del cuerpo humano en un adulto sano se distri-
buye según una normal de media µ = 37º C y desviación t́ıpica σ = 0′9º C. Formular la hipótesis
nula y la hipótesis alternativa

A la vista de los datos, el investigador afirma que la temperatura media del cuerpo humano es 37º,
es decir la hipótesis o conjetura que formula es:

H0 = 37 (hipótesis nula)

Como hipótesis alternativa, hemos de tomar aquella contraria a esta, que la media sea distinta de 37º
C, es decir:

H1 �= 37 (hipótesis alternativa)

Si la hipótesis nula fuese del tipo µ ≥ k la hipótesis alternativas seŕıa:µ < k.

5.3. Errores

Hay ocasiones en que la hipótesis nula, H0, es cierta, pero a la vista de la muestra tengamos que
rechazarla. En tal caso, estamos cometiendo un error.

El error que consiste en rechazar la hipótesis nula cuando ésta es verdadera, se denomina error de
tipo I.

Otro tipo de error puede ocurrir cuando, siendo H0 falsa, las evidencias de la muestra, sin embargo,
nos lleven a aceptarla.

Este error, cometido al aceptar cuando ésta es falsa, se denomina error de tipo II. Resumiendo:

Situación
H0 verdadera H1 verdadera (H0 falsa)

Mantener H0 Decisión correcta Decisión incorrecta:
Probabilidad=1− α ERROR DE TIPO II

Decisión Probabilidad=β

Rechazar H0 Decisión incorrecta: Decisión correcta
ERROR DE TIPO I Probabilidad=1− β
Probabilidad=α

donde α es el nivel de significación y 1− α es el nivel de confianza.
Con esta notación y utilizando probabilidades condicionadas:

α = p (Rechazar H0/H0es cierta) = p(Error de tipo I)

y
α = p (Aceptar H0/H0es cierta)

Por otra parte:
β = p (Aceptar H0/H0es falsa) = p(Error de tipo II)

y
1− β = p (Rechazar H0/H0es falsa)

A la probabilidad 1− β se le denomina potencia del contraste.



CAPÍTULO 5. TEST DE HIPÓTESIS 74

5.4. Región cŕıtica y región de aceptación

Sabemos ya formular la hipótesis nula y la hipótesis alternativa. Lo que necesitamos ahora es
un criterio para saber si debemos aceptar una u otra, es decir, ¿con cuál de las dos hipótesis nos
quedamos?.

Al tener ya formulada la hipótesis nula, es necesario que las evidencias sean muy fuertes para
rechazarla; es decir, puede que haya cambios debidos al azar, en cuyo caso el cambio no es significativo,
y no cambiamos , pero puede que los cambios sean debidos a otras causas. En este último caso es cuando
el cambio es significativo y rechazaremos.

Por lo tanto, lo primero que debemos hacer es fijar un cierto intervalo dentro del cuál es normal
que haya cambios, es decir, una región tal que si el parámetro se mantiene en dicho intervalo, nos
seguimos quedando con H0, pues esas pequeñas variaciones son debidas al azar. Ese intervalo o región
se denomina región de aceptación, y será mayor o menor dependiendo del nivel de confianza que
precisemos, 1− α.

La región que quede fuera de la región de aceptación indica que en este caso los cambios no se
pueden atribuir al azar, y por tanto hemos de rechazar H0 y aceptar H1. Tal región se llama región
cŕıtica o de rechazo.

Llegados a este punto, hemos de distinguir entre dos tipos de contraste o test, que determinan la
región de aceptación y la región de rechazo.

1. Contraste bilateral (o de dos colas): En este caso la región de rechazo o región cŕıtica
está formada por dos conjuntos de puntos disjuntos. Dicho caso se presenta cuando la hipótesis
nula es del tipo H0 : µ = k (o bien H0 : p = k) y la hipótesis alternativa, por tanto, es del tipo
H1 : µ �= k (o bien H1 : p �= k).

La región cŕıtica para un cierto nivel α seŕıa, en la N(0;1):

Figura 5.1: El intervalo (−zα
2
, zα

2
) es la Región de Aceptación. La región no sombreada es la Región

cŕıtica, formada por dos partes o colas.

Fijémonos en que el nivel de significación α se concentra en dos partes (o colas) simétricas
respecto de la media.

La región de aceptación en este caso no es más que el correspondiente intervalo de probabilidad
para x o p̂, es decir: (

µ − zα
2
· σ√

n
, µ+ zα

2
· σ√

n

)

o bien: (
p − zα

2
·
√

p · q
n

, p+ zα
2
·
√

p · q
n

)

Las correspondientes regiones cŕıticas serán:(
−∞, µ − zα

2
· σ√

n

)
∪
(

µ + zα
2
· σ√

n
,∞
)

o bien (
−∞, p − zα

2
·
√

p · q
n

)
∪
(

p + zα
2
·
√

p · q
n

,∞
)
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2. Contraste unilateral (o de una cola): En este caso la región cŕıtica está formada por un
sólo conjunto de puntos.

Como se observa en las figuras, el nivel de significación α se concentra sólo en una parte o cola.

Este caso se presenta cuando la hipótesis nula es del tipo H0 : µ ≥ k (o bien H0 : p ≥ k) y la
hipótesis alternativa, por tanto, es del tipo H1 : µ < k (o bien H1 : p < k).(También si aparece
≤)
A nivel de confianza 1− α, las regiones seŕıan, en la N(0;1):

a) Unilateral por la derecha:

Figura 5.2: El intervalo (−∞, zα) es la Región de Aceptación. La región no sombreada es la Región
cŕıtica, formada por una partes o cola. El nivel α se concentra ah́ı.

La región de aceptación en este caso será:
(
−∞, µ+ zα · σ√

n

)

o bien: (
−∞, p + zα ·

√
p · q
n

)

Las correspondientes regiones cŕıticas serán:
(

µ + zα · σ√
n

,∞
)

o bien (
p + zα ·

√
p · q
n

,∞
)

b) Unilateral por la izquierda:

Figura 5.3: El intervalo (zα,∞) es la Región de Aceptación. La región no sombreada es la Región
cŕıtica, formada por una partes o cola. El nivel α se concentra ah́ı.

La región de aceptación en este caso será:
(

µ − zα · σ√
n

,∞
)
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o bien (
p − zα ·

√
p · q
n

,∞
)

Las correspondientes regiones cŕıticas serán:
(
−∞, µ − zα · σ√

n

)

o bien: (
−∞, p − zα ·

√
p · q
n

)

En todos los casos, conociendo el nivel de confianza 1− α, tendremos que determinar el valor zα
2

(para contrastes bilaterales) o bien zα (para contrastes unilaterales), que separa las regiones de rechazo
y aceptación.

Algunos de estos valores más comunes se dan en la tabla adjunta, que en los bilaterales son los
mismos que para intervalos de confianza o probabilidad, ya vistos con anterioridad:

Figura 5.4: Valores más comunes para contrastes bilaterales y unilaterales derechos. Los correspon-
dientes para los unilaterales izquierdos son negativos.

5.5. Etapas de la prueba de hipótesis

Los procedimientos seguidos en las pruebas de hipótesis correspondientes a las situaciones de
decisión estad́ıstica se encuentran totalmente prefijados y se llevan a cabo en una serie de etapas que
facilitan su comprensión, y que son:

1. Enunciar la hipótesis nula H0 y la alternativa H1.

Deben ser excluyentes entre śı. Analizar, una vez enunciadas, si el contraste es bilateral o unila-
teral (Es bilateral si la hipótesis alternativa es del tipo �= y unilateral si es del tipo > o <).

2. Determinar el valor zα
2
(para contrastes bilaterales) o bien zα (para contrastes unilaterales),

que separa las regiones de rechazo y aceptación, a partir del nivel de confianza 1 − α o el de
significación α.
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3. Determinar la distribución que sigue el parámetro muestral (x o p̂) y en base a ella y al valor
obtenido en la etapa anterior, escribir las correspondientes regiones de aceptación y rechazo.

4. Calcular el estad́ıstico usado en la prueba (en nuestro caso, calcular media muestral x o propor-
ción muestral p̂, a partir de la muestra).

5. Aplicar el test,es decir, dependiendo de si el estad́ıstico cae en la región de aceptación o de
rechazo, tomar la decisión de aceptar una de las dos hipótesis.

A continuación se ofrecen algunos ejemplos de problemas de test de hipótesis:

1. La vida media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos por una empresa es de
1570 horas, una desviación t́ıpica de 120 horas. Si es la vida media media de los tubos de dicha
empresa, ¿se puede afirmar a nivel de significación 0’05 que la duración media de los tubos es
de 1600 horas?.

Determinar los errores de tipo I y II

Etapa 1: Queremos saber si la duración media de los tubos es de 1600 horas, es decir, que nuestra
hipótesis nula es H0 : µ = 1600.

Por lo tanto, la hipótesis alternativa será que la duración no sea de 1600 horas, es decir, la
hipótesis alternativa es H1 : µ �= 1600.

Por tanto estamos ante un contraste bilateral.

Etapa 2: A nivel de significación α = 0′05 =⇒ 1 − α = 0′95, y realizando el dibujo habitual
(hacer como ejercicio), obtenemos que zα

2
= z0′025 = 1′96.

Etapa 3: Determinemos la distribución de la media muestral, x, teniendo en cuente que como la
desviación t́ıpica de la población no la conocemos, tomamos la muestral, que es s = 120, y por
tanto sabemos que la media muestral sigue una normal:

N

(
1600;

120√
100

)
= N (1600; 12)

Por tanto la región de aceptación será el intervalo de probabilidad:

(
1600− 120√

100
, 1600+

120√
100

)
= (1600− 1′96 · 12, 1600+ 1′96 · 12) = (1576′48, 1623′52)

De modo que, Región de Aceptación:(1576’48,1623’52)

Región de Rechazo: (−∞, 1576′48) ∪ (1623′52,∞)

Etapa 4: En la muestra se ha obtenido que x = 1570.

Etapa 5: Para aplicar el test, simplemente hemos de comprobar si el valor de está dentro de la
región de aceptación o de la de rehazo.

Como en este caso se observa que

1570 /∈ (1576′48, 1623′52)

es decir, 1570 no está en la región de aceptación, sino en la de rechazo.

Por tanto, hemos de rechazar que la media es 1600 (hipótesis nula) y aceptar la alternativa.

A este nivel de confianza no se puede afirmar que la duración media de los tubos sea de 1600
horas.

En cuanto a los errores:

Error de tipo I es afirmar que la duración media no es de 1600 horas cuando en realidad śı lo es.

Error de tipo II es afirmar que la duración media es de 1600 horas cuando en realidad no lo es.
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2. Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fábrica, concluyó que el tiempo medio de duración
de un empleo en la misma era de 6’5 años con una desviación t́ıpica de 4. ¿Sirve esta afirmación
para aceptar, con un nivel de significación del 5%, que el tiempo medio de empleo en esa fábrica
es menor o igual que 6? Justificar adecuadamente la respuesta.

El enunciado no puede ser más claro a la hora de determinar las hipótesis nula y alternativa.
Queremos comprobar si el tiempo medio de empleo en esa fábrica es menor o igual que 6, luego
la hipótesis alternativa será que dicho tiempo medio de empleo sea MAYOR que 6, es decir:

H0 : µ ≤ 6

o simplemente H0 : µ = 6 (lo que queremos comprobar) frente a:

H1 : µ > 6

Es claramente un contraste unilateral. La región de aceptación será
(
−∞, µ + zα

s√
n

)

puesto que aceptamos todos los valores menores que un cierto tope. Notemos que concemos el
valor de s (en la muestra) y no el de σ, pero eso no inluye en la fórmula. La región de rechazo,
por tanto, es: (

µ+ zα
s√
n

,∞
)

Para calcular el nivel zα = z0′05, y por tanto z0′05 = 1′645. Aśı pues, la región de aceptación es,
puesto que µ = 6 , s = 4 y n = 64, resulta ser, aproximadamente:

(−∞, 6′8225)

Y la región cŕıtica:
(6′8225,∞)

Como en la muestra resulta que x = 6′5, que pertenece a la región de aceptación, es decir,
aceptamos la hipótesis nula, la media es de 6 años, al 95% de confianza.

3. Un investigador, utilizando información de anteriores comicios, sostiene que, en una determinada
zona, el nivel de abstención en las próximas elecciones es del 40% como mı́nimo. Se elige una
muestra aleatoria de 200 individuos para los que se concluye que 75 estaŕıan dispuestos a votar.
Determinar, con un nivel de significación del 1%, si se puede admitir como cierta la afirmación
del investigador.

Se trata ahora de un contraste de proporciones. La hipótesis a contrastar está muy clara: El
investigador dice que el nivel de abstención es de un 40% por lo menos, es decir, sólo rechazaremos
su hipótesis cuando la proporción sea menor que este valor, es decir:

H0 : p ≥ 0′4

o simplemente H0 : p = 0′4 (lo que dice el investigador) frente a:

H1 : p < 0′4

(la proporción de abstención es menor)

Aśı pues la región de aceptación es:
(

p − zα

√
pq

n
,∞
)
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Y la de rechazo: (
−∞, p − zα

√
pq

n

)

Para calcular el nivel zα = z0′01, y por tanto z0′01 = 2′33. Aśı pues, la región de aceptación es,
puesto que p = 0′4 , q = 0′6 y n = 200, resulta ser, aproximadamente:

(0′3192,∞)

Y la región cŕıtica:
(−∞, 0′3192)

Como en la muestra resulta que

p̂ =
125
200

= 0′625

, los 125 que no votan de los 200 a los que se pregunta. Al 99% de confianza entonces, resulta
que dicho valor en la muestra pertenece a la región de aceptación, es decir,aceptamos la hipótesis
nula y el investigador tiene razón, la abstención será, al menos del 40%.
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Citerios de corrección de la asignatura Matemáticas II. 

 

A la hora de corregir la prueba práctica de esta asignatura deben tenerse en 

cuenta las siguientes consideraciones: 

a) Al alumno sólo se le corrigen las cuestiones prácticas de una de las dos 

opciones. Para tal fin se considerará la opción elegida por el alumno, 

aquella a la que corresponda la primera cuestión resuelta.  

b) Cada problema posee un valor comprendido entre 0 y  2.5 puntos. Para 

que un problema se valore con su valor máximo, no sólo debe estar 

resuelto correctamente y con exactitud,  sino que debe estar 

oportunamente fundamentado, ordenada su presentación y explicado.  

c) La falta total, o parcial, de orden, fundamentación o explicaciones puede 

hacer que un problema pierda hasta un 30% de su valor máximo. 

d) El uso incorrecto del idioma puede hacer disminuir un 10% el valor de un 

problema. 

e) Los problemas de representación de gráficas de funciones que son 

resueltos mediante cálculo de valores numéricos con calculadora no se 

valorarán. 

f) La simplificación de la  expresión de una función presenten  puede hacer 

que el problema adquiera su valor mínimo. 

g) La  utilización del signo “=” para unir cosas que no son iguales,  como si 

de un símbolo “;” se tratara, puede invalidar el cálculo. 

 

 

UNED. Matemáticas. 139



UNED. Matemáticas. 140



UNED. Matemáticas. 141



UNED. Matemáticas. 142



UNED. Matemáticas. 143



UNED. Matemáticas. 144



UNED. Matemáticas. 145



UNED. Matemáticas. 146



UNED. Matemáticas. 147



UNED. Matemáticas. 148



UNED. Matemáticas. 149



UNED. Matemáticas. 150



UNED. Matemáticas. 151



UNED. Matemáticas. 152



UNED. Matemáticas. 153



UNED. Matemáticas. 154



UNED. Matemáticas. 155



UNED. Matemáticas. 156



UNED. Matemáticas. 157



UNED. Matemáticas. 158



UNED. Matemáticas. 159



UNED. Matemáticas. 160



UNED. Matemáticas. 161



UNED. Matemáticas. 162



UNED. Matemáticas. 163



UNED. Matemáticas. 164



UNED. Matemáticas. 165



UNED. Matemáticas. 166



UNED. Matemáticas. 167



UNED. Matemáticas. 168



UNED. Matemáticas. 169



UNED. Matemáticas. 170



UNED. Matemáticas. 171



UNED. Matemáticas. 172



UNED. Matemáticas. 173



11 11 11 1 1 11 11 11 1 11 1 11 • 
Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Soc

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 

03100311 
Junio - 2015 Duración: 90min. MODELO 01 

Hoja: 1 de 2 

NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opciones A y B. El alumno deberá elegir una de ellas y 
contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respuestas. Está permitido el uso de calculadora 
no gráfica ni programable. 

OPCIÓN A 
1. (3 puntos) Para la desinfección de una piscina es necesario un máximo de 2'4 litros de un producto A y un

mínimo de 2'5 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio
de 10 y 30 euros el litro, respectivamente. En la composición de M hay un 10% de A y un 50% de B en la
de N hay un 40% de A y un 10% de B. ¿Cuántos litros de M y N necesitamos para desinfectar la piscina con
el mínimo coste?

2. (2 puntos) ¿En qué punto la recta tangente a la gráfica de la función y = x2 - 5x + 6 es paralela a la
bisectriz del primer cuadrante? Escriba la ecuación de la recta tangente en dicho punto.

3. (2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones y de su expresión simplificada:

a. f (x) = rx-i b. f (x) = ln Vx4 + x2 

v'x+l 

4. (3 puntos) El peso medio de los deportistas de un club deportivo se distribuye según una N(110, 15). Nos
proponemos extraer una muestra aleatoria de tamaño n = 25.
a) ¿Cuál será la distribución de las medias muestrales que pueden extraerse?
b) ¿Cuál es la probabilidad de que el peso medio de la muestra de 25 deportistas de una muestra sea

superior a 115?
c) Determine un intervalo de característico para las medias muestrales correspondientes a una

probabilidad 1 - a = 0'95.

OPCIÓNB 
1. (3 puntos) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

3x-2y-z = 11 
J X+ 2y -2z = 7 

-3x - y + 2z = -13
Resuelva usando el método de Gauss o algún método matricial. 

2. (3 puntos) Determine los valores de b, e y d para que la función f (x) = x3 
+ bx2 +ex+ d tenga un

máximo en el punto de abscisa x = -14, un mínimo en el punto de abcisa x = O y para que tome valor 1
en x = 1.

3. (2 puntos) Sean A y B dos sucesos tales que:

P(A u B) = � P(Bc) =�y P(A n B) = � 
4 3 4 

Halle P(B), P(A) y P(Ac n B).

4. (2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de los
cajeros van a trabajar en coche. Calcule la probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:
a) Cajera o que va en coche.
b) Sabiendo que es cajero, ¿cuál es la probabilidad de que vaya en coche?

1 

1 
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Criterios Específicos de corrección de la asignatura Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II 

 

1 

 

Criterios Específicos de corrección de la asignatura  

Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales  

Curso 2013/2014 

 

El examen consta de dos opciones, de  las cuales el alumno debe contestar sólo una. Si en el 
examen aparecen ejercicios de las dos opciones, sólo se tendrán en cuenta las de aquella que 
tenga mayoría de preguntas resueltas. 

 

1. La  puntuación  específica  de  cada  pregunta  está  indicada  en  el  enunciado  de  las 
mismas.  Esta  se  distribuirá  de  forma  proporcional  entre  el  planteamiento  y  el 
desarrollo del mismo. 

2. Para  considerar  correcta  la  solución  el  estudiante  debe  explicar  o  justificar  la 
conclusión a la que llega. No se asignará la calificación total a una pregunta en la que 
sólo figura el resultado final sin referencia a la justificación correspondiente. 

3. En  todos  los  ejercicios  deben  aparecer  indicadas  las  operaciones  que  se  están 
realizando, no solo el valor final de las mismas. 

4. En  los ejercicios con un único apartado  la calificación asignada al mismo se repartirá 
entre el planteamiento y el desarrollo del mismo. 

5. En  los ejercicios con dos apartados similares (por ejemplo dos  integrales, dos  límites, 
etc.) 

a.  La  calificación  de  cada  uno  de  ellos  podrá  puntuarse  como máximo  con  la 
mitad de la nota total asignada a la pregunta.  

b. En cada apartado se valorará el planteamiento,  elección del método adecuado 
de cálculo y la resolución del ejercicio. 

6. En  los ejercicios que aparecen varias preguntas  referidas a un mismo enunciado,  se 
distribuirá en partes  la puntuación asignada a  la pregunta. Se podrá  llevar a cabo un 
redondeo para evitar problemas con los decimales. 

 

En cada ejercicio se valorará: 

‐ Referencia a los contenidos teóricos que se están utilizando. 

‐ Planteamiento del  ejercicio. 

‐ Utilización de las propiedades y conceptos referidos al tema objeto de la pregunta. 

 

UNED. Matemáticas. 194



Criterios Específicos de corrección de la asignatura Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales II 

 

2 

 

En todo  momento se tendrán en cuenta  los criterios generales de corrección, específicamente 
la capacidad expresiva y la corrección idiomática de los estudiantes, respetando: 

a) La corrección sintáctica 

b) La corrección ortográfica 

c) La puntuación apropiada y  

d) La adecuada presentación. 

 

La  deducción  efectuada  en  la  nota  global  en  relación  con  los  criterios  señalados  podrá  ser 
hasta un máximo de dos puntos. 

 

Además se valorará: 

1. La correcta expresión matemática de los ejercicios. 

2. El grado de finalización de los mismos (simplificación de las soluciones). 

3. Explicación de los pasos dados en el desarrollo de los ejercicios.  

4. Interpretación de los resultados obtenidos. 

5. Coherencia entre  la  solución obtenida y el planteamiento y desarrollo del 
ejercicio. 

6. La adecuación de los métodos de resolución  a los contenidos de la materia. 

7. La originalidad del planteamiento. 

8. El  uso  o  planteamiento  de  más  de  un  método  de  resolución  de  los 
ejercicios. 
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACIÓN A DISTANCIA
Matemáticas
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2016-17 Examen tipo: A

Instrucciones

La duración total de la prueba es de 90 minutos.

Se permite el uso de calculadoras no programables ni gráficas.

No se permite el uso de ordenadores personales ni aparatos electrónicos de comunicación.

La prueba consta de dos partes: dos problemas y diez preguntas de test.

La parte de preguntas de test se responderá en la hoja de respuestas que acompaña al enunciado.

La parte de problemas se responderá en hojas aparte.

Ambas partes se cumplimentarán con bolı́grafo y se entregarán simultáneamente.

Criterios de evaluación

Cada problema se puntúa entre 0 y 2,5 puntos.

Cada pregunta de test puntúa de la forma siguiente:

• Una respuesta correcta suma 0,5 puntos.

• Una respuesta incorrecta, en blanco o con más de una marca ni suma ni resta, es decir, se
valora con cero puntos.

• La parte de preguntas de test se valora entre 0 y 5 puntos.

Nota: en el curso 2016/2017 excepcionalmente no se aplicará la penalización por fallos
en las respuestas tipo test de aquellos exámenes que contengan un bloque de
preguntas objetivas

Matemáticas Curso2016-17 Examen tipo:A pg. 1.
UNED. Matemáticas. 216



UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACIÓN A DISTANCIA
Matemáticas
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2016-17 Examen tipo: A

Problemas

Problema 1 (2,5 puntos)
Se desea recargar el cajero de un banco con billetes de 10, 20 y 50 euros. Por cada 5 billetes de 50 se ha

de introducir 1 de 20, mientras que por cada 2 billetes de 20 se han de introducir 3 de 10.

Plantear un sistema de ecuaciones para determinar la proporción de cada una de las denominaciones
de billetes que hay introducir en el cajero.

Resolver el sistema mediante la regla de Cramer.

Si el importe total en euros de todos los billetes ha de ser 28500 euros ¿cuánto billetes de cada
denominación hay que introducir en el cajero?

Problema 2 (2,5 puntos)
Los beneficios netos de una empresa, en millones de euros, se pueden aproximar mediante la expresión

f (t) =
30t −60
5t +7

dondet > 0 representa los años de vida de la empresa.

Explicar razonadamente a partir de qué año la empresa obtiene beneficios netos no negativos.

¿Pueden crecer indefinidamente los beneficios netos de la empresa a medida que transcurre el tiem-
po t? En caso afirmativo, justificarlo formalmente. En caso negativo, determinar un valor que limite
superiormente dichos beneficios netos.

Matemáticas Curso2016-17 Examen tipo:A pg. 2.
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Matemáticas
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2016-17 Examen tipo: A

Preguntas de test

1. Sea lamatrizA =





2 −2 2
2 1 0
3 −2 2



 y seaA−1 su

matriz inversa. Entonces el elementoa22 de la se-
gunda fila y segunda columna de la matriz inversa
A−1 es

a) 0.

b) -1.

c) 1.

2. Sea la matrizA =

(

2 1
−1 3

)

. Entonces

a) A2 =

(

4 1
1 9

)

b) A2 =

(

4 1
−1 9

)

c) A2 =

(

3 5
−5 8

)

3. El valor del lı́m
x→+∞

1+
√

x
2x−3

es igual a

a) 1.

b) 0.

c) 1/2.

4. La integral
∫ 5π

2

3π
2

cos(x) dx vale

a) 0.

b) -1.

c) 2.

5. El vector director de la recta

r ≡ x = 2t +1, y = 3t −1, z = t −7

es el vector
a) (1,-1,-7).

b) (2,3,1).

c) (3,2,-6).

6. Los planos

α ≡ x + y − 5z = −4
β ≡ −3x − 3y + 15z = 1

a) se cortan en una recta.

b) son paralelos.

c) son coincidentes.

7. La distancia del puntoA = (1,2,5) al plano

α ≡ 2x+2y− z−5= 0

vale
a) 5/3.

b) 2/3.

c) 4/3.

8. Si A y B son sucesos de un espacio de proba-
bilidad, la afirmaciónP(A∪B) = P(A)+P(B) es
correcta

a) siA y B son sucesos disjuntos.

b) si A y B son sucesos independientes.

c) para cualquier par de sucesosA y B.

9. Si A y B son sucesos tales queP(A) = 0,3 y
P(B |A) = 0,45, entoncesP(A∩B) vale

a) 0,135.

b) 0,15.

c) 0,25.

10. Una población está compuesta en un 60% de
mujeres. El 14% de las mujeres y el 22% de los
hombres son fumadores. Si una persona elegida al
azar fuma, la probabilidad de que sea una mujer es

a) 0,342.

b) 0,488.

c) 0,556.

Matemáticas Curso2016-17 Examen tipo:A pg. 3.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de dos partes, una de desarrollo y otra de tipo test. Las respuestas 

correctas del test se puntúan con 0’5 puntos. No se penaliza por preguntas en blanco o incorrectas. Está permitido el 

uso de calculadora no gráfica ni programable.  

PROBLEMA 1 

(2’5 puntos) Dado el problema de programación lineal:      maximizar  𝑧 = 3𝑥 + 5𝑦 

          con las restricciones     

{

 

 
𝑥 + 𝑦 ≥ 2
𝑥 + 𝑦 ≥ −2
𝑥 − 𝑦 ≤ 2
 𝑦 ≤ 2

𝑥 ≥ 0,   𝑦 ≥ 0

   Se pide: 

a) Represente la región factible.

b) ¿En qué punto se alcanza el máximo y cuánto vale?

PROBLEMA 2 

(2’5 puntos) La variación, en céntimos de euro, de la cotización bursátil de las acciones de una empresa sigue la 

función V(t) = t3 − 12t2 + 45t, en la sesión del día entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 ≤ 𝑡 ≤ 8).

a) ¿Cuál ha sido la variación al cerrar la sesión? ¿Cuál ha sido la cotización final sabiendo que ayer cotizaba

a 30€?

b) Hallar los intervalos horarios en que la variación ha crecido y aquellos en que ha decrecido, así como los

extremos relativos, y la variación en esos momentos.

CUESTIONES 

1. Dadas las matrices 𝐴 = (2 1 2) 𝑦 𝐵 = (
2
1
2
)  el producto 𝐴 × 𝐵 es igual a: 

a) (4 2 4)

b) 9 c) (
4
2
4
) 

2. Determinar si los valores 𝑥 = 2 y 𝑥 = 0 son soluciones de la inecuación
3𝑥+2

𝑥−1
≥

𝑥−4

7+2𝑥
a) Ambos valores son solución de la inecuación.

b) Ninguno de los dos valores es solución.

c) 𝑥 = 2 es solución y 𝑥 = 0 no es solución.

3. Una entidad bancaria predice los beneficios futuros, en miles de millones de euros, mediante la función

𝐵(𝑡) =
5𝑡

𝑡 + 3
− 2 

donde t son los años ¿Hacia qué valor tiende el beneficio? 

a) 5000 millones de euros.

b) Con la información suministrada no se puede saber.

c) 3000 millones de euros.
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4. Calcular la derivada de la función 𝑓(𝑥) =  1/𝑥4  

a) − 4

𝑥5
  

b) 1

4𝑥3
  

c) No se puede calcular la derivada de la 

función 

 

 

5. Se tiran dos dados y la suma es 6, ¿cuál es la probabilidad de que al menos haya salido un 1? 

a) Nunca puede salir un 1 

b) 1/5 

c) 2/5 

 

6. El tiempo de espera en una atracción de feria es una variable aleatoria normal de media 10 minutos y 

desviación típica 2 minutos. ¿Cuál es la distribución de la media muestral, al tomar muestras aleatorias de 

64 clientes? 

a) No es posible determinar la distribución de la media muestral 

b) N(10; 2) 

c) N(10; 0,25) 

 

7. El tiempo de vida de unos motores industriales se distribuyen normalmente con una desviación típica de 

2000 horas. Calcular el tamaño mínimo de la muestra, si se admite un error máximo de 500 horas con un 

grado de confianza del 95%. 

a)  50 b) 56 c) 62 

8. En un estadio se hace una encuesta sobre la marcha del equipo local. Se pregunta a 600 aficionados y 225 

contestan que la marcha no es buena. Obtener con un nivel de significación del 5% un intervalo de 

confianza para la proporción de aficionados que piensan que el equipo está mal. 

 

a) (0,336; 0414) b) (0; 0,336) c) (0,414; 0,741) 

 

Sean A y B dos sucesos de un espacio de sucesos S, tales que:  P(A) =
2

5
, P(B) =

1

3
 y    P(A ∪ B) =

2

3
. Se pide: 

9. Podeos afirmar que:  

a) P(A ∩ B) = 2

15
 b) P(A ∩ B) = 1

15
 c) P(A ∩ B) = 11

15
 

 

10. Podeos afirmar que:  

a) P(A𝐶 ∩ B𝐶) = 14

15
 b) P(A𝐶 ∩ B𝐶) = 2

5
 c) P(A𝐶 ∩ B𝐶) = 1

3
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Matemáticas 
Prueba de competencia específica 
Curso 2016-17 

Instrucciones 

• El examen se presenta en español e inglés,

pero debe responderse exclusivamente en

español.

• La duración total del examen es de 90 minu­
tos.

• Se permite el uso de calculadoras no progra­

mables.

• No se permite el uso de ordenadores perso­
nales ni aparatos electrónicos de comunica­

ción.

• El examen consta de dos paiies: dos proble­

mas y diez preguntas de test.

• Las respuestas de las preguntas de test se de­

berán marcar en la hoja de respuestas que

acompaña al enunciado.

• La parte de problemas se responderá en

hojas aparte.

• Ambas paties se cumplimentarán con

bolígrafo y se entregat·án simultáneamente.

Criterios de evaluación 

• Cada problema se puntúa entre O y 2,5 pun­

tos.

• Cada pregunta de test puntúa de la f01ma si­

guiente:

• Una respuesta correcta suma 0,5 pun­

tos. 

Matemáticas Curso 2016-17

Examen tipo L 

Guidelines 

• The exam is presented in Spanish and En­

glish, but must be answered exclusively in

Spanish.

• The duration of the exam is 90 minutes.

• The use of non-programmable calculator is

permited.

• The use of laptops or any other elect:ronic

communication devices is not pe1mited.

• The exam has two pa11s: two problems and

ten test questions.

• The answers to the test guestions should be

ma.rked on the answer sheet that accompa­

nies the statement.

• The problem part will be answered on se­

parate sheets.

• Both patis wíll be completed with pen and

must be given togheter at the end of exam.

Evaluation criterio 

• Each problem wi.11 be valued between O and

2.5 points.

• Each test question will be valued as follow:

• A correct answer adds 0.5 points. 

Examen tipo L pg. l.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 1 O cuestiones tipo test y 2 problemas. Cada cuestión 
vale 0,5 puntos y cada problema vale 2,5 puntos. Las cuestiones se encuentran traducidas al inglés al 
final del examen. Está permitido el uso de calculadora no gráfica ni programable. 

CUESTIONES 

1.- La traspuesta de la matriz A = (� � �) es 

a) G D b) La matriz A no tiene traspuesta

2.- La matriz identidad I cumple que 

e) Ninguna de las anteriores

a) Los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos iguales a 1
b) Los elementos de la diagonal principal son 1
c) Todas las respuestas anteriores son ciertas

3.- Dadas las matrices A = (� � �) y B = (� � �). La diferencia de las matrices A y B es 

a) La matriz identidad
b) Las matrices A y B no pueden restarse
c) La matriz nula

4.- Dadas dos matrices A = (i ; �) y B = (D, y sabiendo que el producto de matrices Ax Bes

e = (! ), ¿cuál es el valor de x?

a) -2 b) 1 c) 2

5.- Dada la inecuación 2y + 3x - 3 :::; 4 . Un punto solución es: 
a)(O,O) b) ( 5,5 ) c) ( 1 O, 10 }

6.- ¿Cuál es el valor del siguiente límite lim 
tc

(
·x)

)
, si sabemos que f(x) = x 2

- 9 y que g(x) = 
X->39 X

X
2 

- X - 6?

a) 1 b) 6/5 c) El límite no existe

xz 
7.- Dada la función f (x) = - -2-. La función es 

X +l 

a) Creciente en el intervalo (-oo, O)
b) Decreciente en el intervalo (-oo, O)
c) Ninguna de las anteriores







11111 111 111 1111 I 
03100831 Septiembre - 2017 

Calculadora no programable 

Matemáticas Aplicadas a las Ciencias Sociales (PCE 

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD 
-------------- -� -- -----,
Duración: 90 min. EXAMEN: Tipo B 

Mixto 

100 

03 

MODELO 12 

Hoja 1 de 4 
·--------------·--------·--------------··-----------------·----- ----------------------·

NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 10 cuestiones tipo test y 2 problemas. Cada cuestión vale 0,5 
puntos y cada problema vale 2,5 puntos. Las cuestiones se encuentran traducidas al inglés al final del examen. 
Está permitido el uso de calculadora no gráfica ni programable. 

CUESTIONES 

1.- Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmación P(A u B) = P(A) + P(B) es 
correcta: 
a) Si A y B son sucesos disjuntos
b) Solo si A y B son sucesos independientes
c) Para cualquier par de sucesos A y B.

2.- Una urna contiene seis bolas blancas y 4 negras. Si se extraen al azar y simultáneamente 3 bolas, la 
probabilidad de obtener 2 bolas blancas y una negra es 
a) 35/56 b) 11/32 c) 1/2

3.- Si la variable aleatoria X sigue una distribución, N (µ, a) siempre podremos afirmar que la media 
muestra X sigue una distribución N (µ, Jn) y por tanto 

a) Z = x-� sigue una distribución N(µ,a)
a/vn 

b) Z = x+µ sigue una distribución N(O,l).
a 

Z
x-a/.,fñ_ . 

d' "b .. e) = sigue una 1stn uc,on N(O,l).
(]" 

4.- Una matriz A es nula si se cumple que 

a) La mayoría de los elementos de la matriz son O
b) Todos los elementos de la diagonal son O
c) Todos los elementos de la matriz son O

5.- Dada la siguiente inecuación 5 x 2 - 5 > 15 - X . Los puntos x=1 y x=2 son: 

a) Ambos valores son solución de la inecuación
b) Ninguno de los valores es solución de la inecuación
c) El valor x= 1 no es solución y el valor x=2 es solución de la inecuación

1

6.- La función f (x) = -- presenta un discontinuidad en el punto x= 1 de tipo 
x-1

a) Inevitable de salto infinito
b) Inevitable de salto finito
c) Discontinuidad evitable

1

7.- La función f (x) = --tiene 
x-1

a) Asíntota horizontal y asíntota vertical
b) Asíntota vertical y asíntota oblicua
c) Asíntota oblicua

X 

8.- Dada la función f (x) = -
2
-. El dominio de la función es 

X +l 

a) JF?.\{1} b) lF?. c) Ninguna de las anteriores
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