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1. Matrices y Determinantes.
1.1 Definiciones.
Definicién:

Sean m,n nuimeros enteros positivos. Llamo matriz de m filas y n
columnas a un conjunto de mxn nimercs dispuestos asi:

Filal” a.

- R a,,
Filano a,, 2y, . AL o
Filam~ = B, . - TR o

t 1 !

Cbhservaciones:

(1) El elemento a; es el que ocupa la interseccién de la fila i

con la ¢olumna j.

(2) Al conjunto de todas las matrices con m filas y n columnas

lo representamos por M,

(3) Llamo diagonal principal a la formada pors:
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Definiciones:

Sea A € M, (0 sea A es una matriz con m filas y n columnas).

Diremos que:
A es cuadrada = m = n (tiene el mismo nimerc de filas que de

columnas).
A triangular supericr =[Vi j i>j=a;;=0]
(todos 1los elementos gque estan "por debajo" de la diagonal

principal son 0)

A triangular inferior «[Vi,J i<j=a;;=0]
(todos los elementos gue estdn "por encima" de la diagonal

principal son 0)

A diagonal -»[Vi,j i¢j=aij=0]

(todos los elementos que "no" estdn en la diagonal son 0}

A matriz fila & vector-fila =+ m = 1 (A solo tiene una fila)

A matriz columna & vector-columna « n = 1 (A solo tiene una
columna )

A matriz nula =[Vi,j a;;=0] (todos los elementos son cero)

I, matriz identidad = [ I, cuadrada, I diagonal y los elementos

de la'diagonal son todos 1 1

Observaciones:
(1) Para cada m ¥y n hay una matriz nula:

0 00 0040
g 60 O UnOWig. - - . .
0 oo 6 00

100
10
(3} , R ¢ R
01
001
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1 -1 2
0 4| es cuadrada 3 x 2 y triangular
0 5} superiocr.
10 000
210600 . . .
es 4 x 5 triangular inferlior
3 4 600
2 1740
1
100 3
070 matriz diagonal 3 matriz columna
003
8

{-1 2 4 =3} matriz fila.
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1.2.0peraciones Basicas

OPERACTIONES ELEMENTALES

STUMA DE MATRICES

Definicidn: Sean AeM, ., BeEM, . . Para poder efectuar la suma
A+ B es necesariom =pyn=g, 0 sea, '

nimere de filas de A = nimero de filas de B;

nmimero de columnas de A = pnumere de columnas de B.
En tal caso, la suma C = 2 + B es también una matriz con el

rismc nimero de filas: m y el mismo nimero de columnas : n; y se
cumple:

c; = a; + Dby
O sea, cada elementoc de C es la suma de los correspondientes

elementos de A y B.

Ejemplo: 2 _1 0 (1 3 ,g)
.!.
7 4 -3 Y —

_ (&1 B1+8 C+ime) | ] S -2
745 4+(-4) =346 Jo 12 0 3

Propiedades:
Sean A,B,C€M, , (matrices con el mismo tamafio)

(1) Asociativa: A + (B + C) = (A +B) £ C
(2} Conmutativa: A+B=B+A
(3) Elemento neutro: & + 0, = A , 0, = matriz nula.

(4) Elemento simétrices A + (-4) = 0O,
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PRODUCTO POR UN KUMERO

Definicidén: A€y, ,, «cR entonces el producto
¢-A ez una matriz que calculamos asi:

2y g 1n Gdy, ®ay, ... By,

dyy 8y 2n By, €d,, ... U2,
A= =

By Ans 20 AN EE . N.. g8

o sea, multiplico todos los elementos de A por «

Ejemplo:
-y S 3 dEme -5 3 i
34=-20 6 [ =3-(-2} 30 3-8 =
=3 2 3:(-3) 34 32
3 s, it
=|-6 0 18
-9 12 ¢

Propiedades:
Sean A,B€M, , (dos matrices con el mismo tamaefio), «,BeR

(i} @ (A+ Bl =a" A+ a’ B

(2} {c+ B A=oq0 A+ 5B A
(3} a (B -a)=+(x B ) A
(4) 1 A =24

Observaciocnes:

Por tener las propledades 1,2,3,4 de la pdgina anterior y éstas,
decimos que el conjunto M,, con la suma y el producto por un

numero es un R-espacio vectorial.

En la préctica, esto nos sirve para poder efectuar cualguier
férmula con matrices, donde =dlo aparezcan estas operaciones, sin

preocuparncs por el orden en gue hacemos dichas operaciones.
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1.3 Determinantes.
3 DETERMINANTES

Definicién: Sea A€M, (una matriz cuadrada n x n). El determinante
de A es un nimero gue asociamos a A y gue lo calculamos siguiendo

unas reglas gue dependen del tamafo de A.

Célculo de determinantes:

Qrden 1: & = (a) =--» det A = &

Crden 2@ fé
A=[a )ﬂ detA=]a j=ad—bc
i, e

Orden 3: (Regla de Sarrus)

abc b
A={d e f| = detA=|d e £fl=
g h i g B 1

= (ael+bfg+cdh) - (ceg+bdi +afh)

Observaciones:
Tambien podemos hacerlo copiando debajo de la tercera fila las

dos primeras:

a b . _ _

d:g’: =(gei+dhc+gbf} — (ceg+fha+idb)

- b‘/\i

J&‘ ’\\/

a_lb C

d e\f

Ejemplo.

1 -4 2
-5 -3 4 |=[1-(-3)-(-1D)+(-4)"4-7+2-(-5)-6]—
7 6 -1

—[2:(=3)7+(=4) - (=5)- (-1) +1-4-6] = —131
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Nota: Aunque en este curso no necesitamos calcular determinantes de tamafio superior a 3,
veamos el método de los Adjuntos. Estos adjuntos los utilizaremos mds adelante para calcular

la inversa de una matriz.

Método de los Adjuntos. Valido para cualquier tamaiio.

Definicidn:

Sea A una matriz cuadrada llamo Menor Complementario del elemento
a;, y lo represento por M, al determinante de la matriz gue
raesulta al tachar la fila i y la columna j, o sea tachar la fila

¥ la columna donde estd dicho elemento.

Definicidn:
En la situacién antericor, llame Adjunto del elemento 3, ¥ lo

represento por A; a:
By = (- 1V M

Observaciones:
El wvalor de (- 1)'*f es: 1 8i 1 + J es pary; — 1 =1 1 + J es

impar.

Por 1o tanto, el adjunto de un elemento es igual al nenor
complementario & al menor complementario cambiando de signe.
Por eljemplo, en una matriz 4 » 4 el valor del signo de '

(-~ 1)'% es:

Método de los adiuntos:

AeM, entonces:

I
Para toda fila i: detA=)Y a; A;
=

’ B
Para toda columna j: detAzz 855 A
k=1

0 sea, puedo elegir la fila (o columna) gque dquilera, y el

determinante de A ez la suma de cada uno de los elementos de
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dicha fila {0 columna) multiplicadco por su adjunto.

En tal situacién decimos gue Desarrollamos por la fila i
(o por la columna i).

Ejemplo:

Veamos el ejemplo anterior, resuelto por este método.

1 -4 2
—5 =3 4 | = (desarrollando por la primera fila) =
7 6 -1

i P GO N AL R i b
=1.(3-24)+4-(5-28)+2-(=30+21) =

=1-(=2D)+4-(=23)+2-(=9) = —-131

1.4. Producto de matrices.

Como paso previo vemos como se multiplica una Fila por una Columna.

Producto fila-columns

Sea F una matriz-fila con n columnas: F = (&, @p -«-« a)

Sea C una matriz-columna con n filas:

{
bll
b?.l
C=
bﬁl
entonces el producto F . C es una matriz con una fila y una
columna que caleulamos asi:
I('bll
le
FeC= @y ... ay) | | |=(anby+apby v +aby)
b

nl
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Ejemplo:

(L34 -2} - 0 ={12+3:0+4-(-1) + (-2} .5):@12}'

5

Producto de matrices
Bea AeM ., BeM, . . Para poder efectuar el producto & © B es

necesaric: n = p (ninero de columnas de A = numero de filas de
B). -

En tal situacion, el resultado del producto: € = 2 ° B es una
matriz m x g (C tiene el misme namero de fllas de A y el mismo

nimero de columnas gue B}, y lo calculamos asi:

Lol iy
Filal o0 . o
Fiiaz 11. 1 R S i & I i S
g, u FyrC FprQy, o 0 Fprly
Cimom ml =
. . I i q .
Filam/ |a a . a PR N S
A 1l 2 q,
' B

0 sea, para calecular el elemento ¢ del producto, multiplico
la fila i de A por la columna j de B segun 1la definicidén de

producto fila-columna anterior.

7 3 & o 51 2
0 D\
(1 7)(1 e 6)-(10 17 49 40)

Ejemplo:

-7 =31 35 38

3x2 2x4 3x4

Propiedades del producto.

A diferencia de la suma y el producto por un nimero, esta operacién no tiene las mismas
propiedades que las operaciones con numeros. Esto nos dice que, a partir de ahora, cada vez
gue manipulemos expresiones con matrices, tenemos que fijarnos en qué y cémo se puede

hacer.
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1. Asociativa: A€M, , BeM, , CE€M, .
A-(BC) = (AB) -C

2. No conmutativa: En general A-B+#I-A

De hecho, el gque podamos efectuar & ° B no garantiza gue podamos
hacer B ' A (En el edjemplo anterior no puedoc hacer B -~ A) '
Incluso cuande los dos productos son posibles, no tiene por gue
dar el mismo resultado.

EJEMPLOS

a) Sean las matrices: A = (; _51) Y B= (; _24)

Entonces: ArBgs (g _51) ' (g _24) i (Zi —?4)
Y sin embargo: A-B= (3 _24) - (g _51) = (122 _;7)
b) En ocasiones las matrices si conmutan:

i A=(§ _71)VB=(_26 _24.)

Entonces: 8= (g _71) ' (—26 _24) L (—1;6 —1222)
Y B-A= (_26 _24) ' (;f _71) = (—1;6 —1222)

3. Elemento neutro

Para toda matriz A-I,, =A yI,,- A=A ,donde I, e, son las matrices identidad del
tamafio adecuado para que se pueda multiplicar.

EJEMPLO

Sealamatriz: A = (7 —4 3 )

S5l -6

1
Entonces: A - I3 = (; _14 —36) - <O

S = O

Ytambién:IZ-A:((l) (1))(2 _14 —36):(7 -4 3)
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1.5 Matriz Inversa.

4 .Matriz inversa
81 A ez una matriz cuadrada y det A # 0 entonces existe una

matriz &', que llamamos matriz inversa de &, gue cumple la

propiledad:

A Al =2a'A=T (I,.= matriz identidad)

Cdlculo de &°!

1° Hallamos el det A. (Si det A = 0 entonces A no tiene inversa)

2e Calculamos A'; la matriz traspuesta de A (cambiar filas ber

columnas).

3¢ Hallamos A'; una matriz cuyos elementos son los adjuntos de

A,

aoff A-E g o

det A

Ejemplos:

A__(a 1?
al “led

(1) detad=ad-bc { suponemos ad-bo#0)

a &
(2) Au(b d]
(3) A*=[d _b)
o a2

. - 1 d -b
4 1=-_ =
(4) 2 ad—bc(—c a)
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by a=[-22 2
5 2 -4
(1) detd= (-16+0+{-12)) -{60+0+(-2)} = -28-~58=-86%0
1 -2.5
(2) AT= 0 4 2
3 -1 -4
( la 2* E 2[ 0 4|
-1 2 -4l B -1
W\ 6 -12
(3) A'= b I g g R | & 213%-19 -5
_ ¥ AT ) R i 5
> 5 1 ﬂ F -2
4 2 02 0 4|y
Bint S
(4) a= ] I - - -
~86
Y

Observaciones:
{1) Por no cumplirse la propiedad conmutativa hemos de tener

cuidado al despejar una matri:z.
Si queremos despejar la matriz B en la ecuacidén 2B = C
gueda B = A°'C, 81 lo hacemos en la ecuacién BA = C, gueda

B =cxl.

z A_:L:L
(2) det det A

(3) det (A - B) = det A - det B
(4) 51 A ez una matriz cuadrada de orden n v A es un

nimerc, entonces:
det (A-2) =A%-detA
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1.6 Rango de una matriz.

5 Rango de una matriz

Definicién:
Sea A€M, ., . Llamc submatriz cuadrada de A, a toda matriz
cuadrada gue podemos formar tomandc elementos de A y manteniendo

la estructura de filas y columnas:

Ejemplo:
23—t
A = LB gl
9 10 11 12

gubmatrices de orden 1: (1) {(2) (3) ...

Y oA 3 d 2 12 L] 13 1 3
subkmatrices de orden 2: s5¢)'lo 10}’ 57} loar) '

1 3) q
{ia matriz ( 8) no es una sibmatriz de &, pues €1 3 ¥y el 8 estadn
en la misma columna y en A no lo estdn)

submatrices de orden 3:

1 2 3 i 2 ™ 1 3 bW 4
5 6 71,15 6 8l,95 7 8{y{6 7 8
g 10 11 9 10 12 9 11 12 i0 11 12

Definicién:

Sea A€M, .. . El rango de A es un nimero enterc K, tal que existe
una submatriz de A de orden X, &, tal gqgue det A, = 0, y toda
submatriz de orden mayor ¢ue K tiene determinante cero.
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Cdlculo de rangos:

Método de los menores:

i2 Buscar una submatriz A, de A gque tenga determinante distinto
de cero. (S1 no hay ninguna, entonces A es una matriz nula vy

Su rango 8 0).

22 Buscar una submatriz A, de A gue tenga determinante distinto

de cerc y gue contenga A,.
51 no hay ninguna entonces &1 rango A = 1 B

3¢ Buscar una submatriz A, de 2 que tenga determinante distinto

de cero y gue contenga'AT
Si no hay ninguna, entonces el rango A = 2,

Etc...
Ejemplo:
: 1 2 N
A= 2 dullS W 6
—1 e A -2

A = 1l & A% 10

12 ;
Pruebo A, = od detd,=4~4=0, éstanosirve.
' ' h 3 /

Pruebo A,= . 4 detA,=5-6=-1#0, éstasi.
i 23

Pruebo A;= |2 4 5| detA =(-8-10-12) -(-12-8-10) =0, nosirve.
-2 —2
i 3 4

Pruebo A,= |2 5 6| detA;=(-10-18-16) ~(~20-12-12) =0, nosirve
-1 -2 -2

a ; €l rango es 2.

Como no hay ninguna otra submatriz de orden 3 gue contenga
Cj
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EJERCICIOS.
1. Calcular:
a) A+2B
b) A-C

c) DA

d) D.B
e)B-C-3D
Donde:

2 1 01 4 1 0
61 -1

A=-1 2] B=[2 31 C= D=2 -1 2
23 0

3 4 -1 4 3 0 -4

2. Calcular los siguientes determinantes:

7 A A 1 S
2 -1 b) |-3 3 0 SHEE o .
Ve 2 -1 25 A= P
3, Calcular la inversa de las siguientes matrices:
1/-1.3 -1 -2 4
a) | -3 3 0 b | 22 1 £1-1
1 =§ B ONS c)(3-z)
4.
2% 3
Dada 1z matriz -2 1 1|, calcular:
-1 0 4
a) A’
b) A
c) S-A
d) rango{A)

5. Hallar el rango de las matrices siguientes.

2 -1
a) | 2 -2
4 3

I -1 3 -1
b) | -3 3 0 -2
-1 1 -3 1
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Solucion de los ejercicios

1.

a) b) c) d) e)
2 3 2 5 =2 7 6 2 7 -10 0 O
3 8 4 5 1 11 8 -4 7 0 14 -8
112 815 -3 -6 -13 4 -13 -1 11 13

2.

3.
a) b) c)
=N B 1_ g ——
3 9 1 4 4 i WL
VY A S 7 s \\
3 9 8 8 8 =3 2
L RN, 113 i
|3 9 | | 4 4 4 |
4.
a) b) c) d) Rango (A)=3
X Z\\ 4 8 1]
1 _3 _1 g Q [*] '].0 '].0 '5
7 -5 4 10 5 0
2 My 13 L =
N Ty = _ {20
¥ i -
| B o 9
5.
a) Rango =2 b) Rango = 2
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES.

Un sistema de ecuaciones consiste en un conjunto de ecuaciones con varias incognitas. El
sistema se llama lineal si la potencia de todas las incognitas es uno.

2.0. Sistemas de 2 ecuaciones y 2 incognitas. Métodos clasicos.

Método de Sustitucidn.
Se trata de despejar una incégnita de una de las ecuaciones y sustituir el resultado de este
despeje en la otra ecuacion.

Ejemplo:
{S;C:‘g ;é3 Despejamos x-de la segunda ecuacion y sustituimos en la primera:
x=6-3y ; 5(6-3y)-2y=13 De esta forma se consigue una ecuacion de una sela
incognita.
30-15y-2y=13

-15y-2y=13-30 ; ~17y=-17 ; 17y=17 ; y=1 Y sustituyendo el resultado dey en la
ecuacion que tiene la x despejada:

x=6-3y=6-3-1=3
Método de Igualacion.
Consiste en despejar una incégnita de una ecuacién y despejar la misma incégnita de la otra
ecuacién e igualar.

Ejemplo:
{Sixé?__ =_53 Despejamos x de ambas ecuaciones e igualamos:
1oty
Ny \ T A2y
1= 22y 2 5
5

3(5+3y)=2(-3-2y)

25+15y=-6-4y ; 19y=-31 ; y=~-:1% Para buscar x sustituimos y en alguna
ecuacion donde esté x despejada.

sig-3y 5.2 2202 2
_5+3y _ 19" 1__ 19 _19_2 _ 1
2 2 2 2 2 3819
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Método de reduccion.

Este método consiste en multiplicar las ecuaciones por un nimero (el mas pequefio posible) de
forma que al sumar las dos ecuaciones se elimine alguna de las incognitas.
Ejemplo:

7od ;g;’ * :; Si multiplicamos la primera ecuacién por -2:
{~2(2x—3y= -1) {—4x+6y=2
4x+2y=-9 4x+2y=-
| +8y=-7 =t

Para obtener x se puede sustituir en una de las ecuaciones el resultado de y, 0 bien volver . a
aplicar el método. Haciéndolo de esta ultima forma, multiplicaremos la primera ecuacion
original por 2 y la segunda por 3:

2(2x-3y=-1) (Ar-6y==2
s 2y--9) 12246y=-27
29

16x  [=-29 = x=-2=
16

Nota: Este ultimo método es el precursor del Método de Gauss, quie estudiaremos a
continuacion, y que es valido para el estudio de sistemas con cualquier nimero de ecuaciones
e incognitas.

EJERCICIOS

Fesolver los signientes sistemas de ecuaciones

[2x+y=4
01.-1
[3x 22y =6

[(fpx+y=8
04 - 9
|5x + 25y =140

[ Sx—v=123
07.-1
|—0x — 5y =13

[ X+2y=35
02 -5
|_4x +v=14
x+y=90
05 - |[
202 —3v=—4
[ X—-y==18
08 =7
l_lGx +2y==12
[3x 29 =5
“%_u;ﬁ
J.‘L’+_].-‘ =10
14 2x—y=2

[2x -3y =-25
03.-
(12— 37=45

[3x -2y =12
06.-7
| x+35y=38
j}—S};=—S
0o -
[2y-5x=-3
T, [—x+2y =5
T2 —4y=3
16 yex=2
T lep+2r=1
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jx+2y=10 Jx+.1'=—1 or<3y=1x
17.-4 18.- 19.-
—r+y=-1 Lx—y=4 L 2x—3y=6
20.- J’ Sx—3y=-8 ). { r—Ty=5 ). { . 2x— 31 =
|-3x+4p=12 —2x+5y=21 7 203y + 4 =11
(2x—3(y+1)=0 3 _2(5-2y)+3=0
231 Ty 24-9 . .
x+2lx-yl=2 41-Ty)-3(3-2x) =6
(2,1 (2x 3y _ . X y_3
3F5T |3+ = 37173
251 26+ 27.%
12 _You |2y g, 1
3.4 - L3 & & vt e
Sx 3y AV 2y -—3x
6+ 7 A . A5 8
28 - 20-
i ¥_ X 4
2_.?_2 3 = 18
Yy Lx— :
’=_41 A h—z-‘i v ! S(x—1)-3(y +1) =3E-2)-2(v—1)
30- 31- !
i, e v+ \\'|="+ _ B Ry
U =5 -2 Az D -3y +2)=x+1-4v-3)
i. 3.‘[+2:’-.-'={] 31__2},=;.
32-9 33.{ i
l4x-3y=17 A=
SOLUCIONES.
01.- x=2 y=0 02- x=3 1=l 03- x=10,y=15 04.- x=3,y=5 05- x=1Lp=8
06.- x=8.y=6 07- 428, & 8- x——40 %4 09- x=18,y=31
10.- x=1 y=3 11 x=3p=2 12 - Incompatible 13- x=%.j =—% 14-x=T v=12
16.- x=1y=1 17.- x=4 y=3 18.- .1'=E.J'=—i' 19.- x=1) =—i
2 2 3
20- x=rt 3220 M- ya ity 12 - el y=t
11 11 o o 3
23- x=0,y=—1 TR 25- x=9,3=20
25-x=0y=- 24 - .‘c—?,} I 25- x=0y=2
26- x=3y=4 27-x=Ly=2 28.- x=%,} =-2 20.- x=%,y=¥

30- x=8y=12

3l- x=T y=10
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2.1. Definiciones.

1. DEFINTICIQONES
DEF: Llamo ecuacidn lineal con n incognitas a toda expresicdn de

la forma: &,X;, +&,X,+... v48,X,=D

donde &,,&,,...4, son nidmeros conocidos | gus 1lamo
COEFICIENTES; X, , X5, « 1 «s Xns .
que llamo VARIABLES o INCOGNITAS y gue en la préctica usamos
b es un numero conocido gue llamo TERMINO

reprasentan numeros desconocides

x,v,2,t ...;
INDEPENDIENTE.
OBS: Para gue una ecuacidn sea lineal, las incognitas solo pueden

aparecer multiplicadas por un nimero.

EJEMPLO: 2x+3y-z=7 es una ecuacidén lineal.
%?+xy+3z=2 No es una ecuacién lineal.

__DEF: Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas es:

Ay b BpX, + ... @K, T D)
803+ X, * e b @%, 5 oDy (1)
amixl+amxz+"'+anm){n=bm
EJEMPIO?:
X + 2y - 3z = 4 . o
Sistema de 2 eguacliones con 3
2% 3y +2 = 3 . ’ _
' incdgnitas
DEF: Diremos gue un conjunro de n nidmeros ordenades
(@, . @, .. v, @) es UNA SOLUCION AL SISTEMA < al sustituir
X POY e, X, pOrd,, .., X DOT &, las iqualdades numéricas gue

nos quedan son todas ciertas.

EJEMPLO (CONTINUACTION):

(3,2,1) es una solucidn al sistema anterior ya que al sustituir
4 cierto

X=3,y=2,2z=1: 3+2°2-3"1
23 ~2°2 4+ 1 =3 ¢gierto
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2.2. Notacion Matricial.

2. NOTACION MATRICTIAL

DEF: Llamc MATRIZ DEL SISTEMA (1) a la matriz formada por los

coeficientes:
all Hqg v &m
3, & a
21 22 25
AZ
B gy -+ O

Llamo VECTOR INCOGNITA a 1a matriz columna formada por las

incégnitas \

*n

Llamo VECTOR TERMINO INDEPENDIENTE a la matriz columna formada

por los términos independientes.

m

Es egquivalente tener el sistema (1) que tener la

PROP:
' C ) es

ecuacién matricial 2X=b , o zea, si oo Y.
una solucidn del sistema (1) entonces,

&y
®;

es solucién de 2X=b , o sea A-x=h
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EJEMPT.Q (CONT. }

Ia matriz del sistema es : A = (; _22 ”13)
. X
El vector incdgnita es X = |y
z
El vector término independiente .es (j]

Entonces:
1 2 =ay*] /s L2y -3 2 2y - 3
szbg,( )y= qx a2y z= ‘:X-i- vy -2z
_ 2~2lz 3 2x - 2v + =Z 3 X ~ 2V + Z

(A partir de la ecuacién matricial puedo recuperar el sistema y

o n
[EY R

viceversa)
DEF: Liamo MATRIZ AMPLTADA DEL SISITEMA, A,, a la matriz
A, = (A ib)
© sea, la matriz que resulta al afadir a la matriz de
coeficientes &, la columna de los términos independientes.
OB3: Esta matriz contiene toda la informacién necesaria para

resolver el sistema

1 2 -3 :
EJEMPLO{ CONT. ) AH=(2 - 13 ) :)

2.3. RESOLUCION DE SISTEMAS. METODO DE GAUSS.

Hacemos TRANSFORMACIONES™ de la matriz ampliada del sistema hasta obtener una matriz
de los tipos siguientes:

CAsO 1
| | * * 3k s Z
m representa un numero diferente de 0
Ay=-.=10 m *|[* donde: ; ;
B o Ny 4 * representa cualquier nimero real
Es decir,

A es cuadrada, Triangular Superior y los elementos de la diagonal principal son
diferentes de O.

Entonces, el sistema tiene UNA UNICA SOLUCION, y decimos que es COMPATIBLE,

DETERMINADO.
Para hallar la solucién, reintroducimos las incégnitas y despejamos, desde abajo hacia arriba.

(1) Més adelante veremos la lista completa de las TRANSFORMACIONES vélidas pasa sistemas. De momento veremos las mas

importantes en los ejemplos que vienen a continuacion.
(2) Suponemos que el sistema tiene 3 incdgnitas, que es el caso mas habitual en este nivel de ensefianza.
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EJEMPLO:
3x—-y-3z=3
X—-3y+3z=6
X+y—-6z=-1
3 -1 -3] 3 3 -1 -3] 3 3 -1 -3 3
Ay=11 -3 31| 6 = (0 8 -12|-15) = (0 8 -—=12|-15
1 1 -6l -1 (0] > 6 0 0 181 -3
F, = F; — 3F, F; = F, + 2F;
F3=F, —3F,

Reintroduciendo las incognitas y despejando de abajo hacia arriba:

1
F3:18Z=_3:>Z=__

6
1 17
F, =8y — 12z = —15, (y reemplazando z = —g) >8y+2=—-15=3y= 8
F, =3 3 3=3x + L’ + ; 3 L
= — — = = —_ P — =3 ==
1 xX—y—3z X0 b x 3
CASO 2
W x x|k ,
AME---.E(O = **) 6 (m x  x|%)
(n=3, k=2, d=1) (n=3, k=1, d=2)
Es decir,

A es Triangular Superior, los elementos de la diagonal principal son diferentes de 0,
pero el nimero de filas (k) de la forma triangular, es menor .que el nimero de columnas
(n). Llamo d a la diferencia : d=n-k.

Entonces, el sistema tiene INFINITAS SOLUCIONES (que dependen de d parametros), y decimos
que es COMPATIBLE INDETERMINADO (con d grados de libertad).

Para hallar (la expresiéon del conjunto de) las soluciones, reintroducimos las incégnitas y
despejamos, desde abajo hacia arriba, pasando d incégnitas a la derecha.

EJEMPLO:
2X—-y-52=3
Xx-3y+3z=-1
3Xx—4y-2z=2
2 -1 -5 3 2 -1 -5]|3 2 -1 =513
Ay=11 -3 3|-1|] = (0 5 -11|(5) = (0 5 -—11(5
3 —4 =212 0 5 -1115 0O o o1foO
F, = F, — 2F, Fs3=F,—F,
Fy = 3F, — 2F;
Reintroduciendo las incognitas y despejando de abajo hacia arriba, pasando z a la derecha:
11
FZ:Sy—112=5:5y=5+112:y:1+?z
11 18
F1:2x—y—52=3$2x—(1+?2)—52=3:>x=2+?z

Por ultimo, expresamos la solucién renombrando z como un parametro:
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x=2+?t

J 11 L(te R)
y=1+—t

L 5

z=t

Nota: Esta expresion representa el conjunto de las infinitas soluciones del sistema. Si
gueremos una solucién concreta solo tenemos que elegir un valor para el parametro t.
Por ejemplo,

x =20
t=5= {y = 12} que podemos comprobar que es una solucidn del sistema.
z=5

CASO 3.
* ok kK
Ay = = <* * ok *)
0 0 Olm
Es decir,

‘ En alguna fila de Ay todos los elementos excepto el término independiente son 0

Entonces, el sistema NO TIENE SOLUCION, y decimos que es un sistema INCOMPATIBLE.

EJEMPLO
2X—-y-—471=2
X+3y—2z =6
3X—-4y-52=2
2 6l §4| % 2N — laae=3l" 2 2 i —4 ] 2
Ay=11 -3 -1{6) = [0 5 -=-2(-10) = |0 5 —=2] 10
3 =4 512 0 5 =212 0 0, frJy-—12
F, = F, — 2F, Fs=F,—F;
F; = 3F, — 2F;

Entonces la Ultima ecuacién, nos dice que el sistema NO TIENE SOLUCION.

TRANSFORMACIONES VALIDAS PARA SISTEMAS DE ECUACIONES.

1. Cambiar un fila por una combinacién de ella y otra(s) multiplicadas por nimeros diferentes
de 0.

2. Multiplicar (o dividir) una fila por un numero distinto de 0.

3. Cambiar dos filas de sitio.

4. Cambiar dos columnas, que no sean la de términos independientes, de sitio, teniéndolo en
cuenta cuando reintroduzcamos las incégnitas.

5. Tachar una fila cuyos elementos sean todos 0.
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EJERCICIOS:
Calcular todas las soluciones de los siguientes sistemas:
2X+y—-2=0 X+2y+32=8 3X+5y—-z2=-26
1. 43x+4y+z=-1 2.92x-y+2=5 3.« 2x-3y+z=21
X+3y-3z=-2 X-3y—-2z=-3 —4x+y-3z=-21
2X—-y—-32=3 X2V 7 =7
4.9X-2y+32=4 5. 2x+y-3z=1
X+y—-6z=-1 =y _-27=8
SOLUCIONES
1.
B /N
i CYy o
2.
N s il ,
W L T =
3.
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2.4. Teorema de Roché — Frobenius.
4. TEOREMA DE ROCHE FROBENIUS

TEOREMA
Sea AX=b un sistema de ecuaciones con n incégnitas, A,=(Aib) la

matriz ampliada del sistema. Entonces:
(1) rango A = rango A, = n = El sistema es Compatible Determinado
{2) rango A = rango A, < n = El sistema es Comp. Indeterminado.
{3) rango A < rango A, " o El sistema es Incompatible.
OBS: '
(1) EL rango de A siempre es menor o igual gque el mimero de

incégnitas, ya que A s6lo tiene n columnas.

rangodsn

(2) El rango de A, siempre es menor o igual gue el nimero de
incégnitas mds uno. :
rangoA,<n+1

(3) El rango de A siempre es menor o igual que el de a,, ya que

A estd dentro de Ay.
rango de A < rango de Ay

5. METODCO DE CRAMER N .

'Sea AX = b un sistema tal gue A es cunadrada y detA#0 :

By * ALK F ... b auX, = Db
XL+ BK, + .. b 8y, = Dyl
S tfAmie + - Pmagies b,

Entonces, para todo 1i:

. det (A,)

i det A
donde & es la matriz gue- resulta al canbiar la columna
Gorrespondiente a la variable X por la columna de términos

independientes.
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EJEMPLO:
X + 2y + z = 3
2X - 3y + z = 4
X + 4y -~z = 2
12 1
A=12 -3 1|; detA=(3+2+8)~(-3-4+4)=13-(-3)=16
1 4 -1 '
3 2 1
4 -3 1
=2 4 -1 _ (9+4+16) - (-6-8+12) _ 25-(-2) 31
16 16 16 -~ 16
-y
4 1 :
=22 -1 & W) (T 060-20 F0_ 3
16 : 16 16 16
N% 3
B 3%
z = 11 4 2 (6 +8#24).s (2 w8 +16), _"26-15 4 11
16 16 16 16
EJERCICIOS.

Resolver por este método los ejercicios 1y 3 del apartado anterior.
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2.6. Sistemas con un parametro.

Son sistemas en los que alguno/s de los coeficientes y/o términos independientes no son
numeros, dependen de una letra que llamamos parametro.

EJEMPLO:
kx—y—-3z2=3
X—Kky+3z =2k
X+y—-6z=-1

Esta expresidon representa un conjunto infinito de sistemas de ecuaciones. Para cada valor de k
es un sistema diferente. Estos sistemas pueden ser de distinto tipo: compatibles determinados
o indeterminados e incompatible

Problema tipo: Estudiar el sistema segln los diferentes valores del parametro.
Método Suponemos que la matriz del sistema es cuadrada.
Este método estd basado en la siguiente propiedad:

A matriz cuadrada (n° ecuaciones = n2 incognitas)
Det A + 0 < El sistema es Compatible Determinado

a) Calculamos el determinante de A.
b) Resolvemos la ecuacion, de incognita k, DetA = 0
c) Entonces:
e Para los valores que no son solucion de la ecuacidén, Sistema compatible
determinado.
e Para cada solucién de la ecuacidn, sustituimos en Ay, y resolvemos por Gauss:
SOLO PUEDE SALIR Compatible Indeterminado o Incompatible.

Veamos el ejemplo:
k ik %3

3 k -1 -3
2k> ; A=(1 -k 3) ; Det (A) = 6k? — 6k — 12
TN 1% %6

-1 1 1 -6

Det(A) = 0 (:»{

Entonces:

e

Si k = —1,reemplazamos en Ay y hacemos Gauss:
-1 -1 -3 3 -1 -1 -3]3
Ay=11 1 31-2|=10 0 0 | 1]= Sistema Incompatible.
1 1 -6l -1 0 0 —-9l2

Si k = 2,reemplazamos en Ay, y hacemos Gauss:
2 -1 =-3| 3 2 -1 -3 3 2 -1 -3

Ay = (1 -2 3| 4 )E (0 3 -9 —5>E <0 3 -9

-1 0 -3 91 5 0 0 0

1 1 -6
y el sistema es Compatible Indeterminado,

3
-5
0
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EJERCICIOS

1.Estudiar segun el valor del pardmetro k el sistema siguiente:
2x+y—-kz=0
3X+4y+z=-1
X+3y—-3z=-2

2.éPara qué valor de a el siguiente sistema tiene mas de una solucion ?. Resuélvelo en ese
caso.

X+ay+3z=8
2X—y+2=5
X—-3y—-2z=-3

3.Hallar los valores de a para los que el sistema siguiente es Incompatible. Comprueba el
resultado por el método de Gauss.
3X+5y—-z=-26
ax—-3y+z=20
—4x+y-32=-21

4.Estudiar el siguiente sistema segun los valores del parametro k.

kx—y—-3z=3
x—ky+3z =2k
X+Hy—-6z= -1
SOLUCIONES
1. Si k# 4, Sistema Compatible Determinado. Una unica solucidn.
si k= —4  Sistema Incompatible. No tiene solucidn.
2. Si @ = 2 Sistema compatible Indeterminado. Tiene infinitas soluciones. Solucion:
Solucion:
18 11
= = = -T—i— frs — i
xX=-f+ 5 W = 58 r

(Si a # 2, Sistema Compatible Determinado. Una tnica solucidn.

. 8 . . . 7
3. Sia= —? , Sistema Incompatible. No tiene solucion.

-33 R 305 -1|-26 3 3 -26
— 3 1] 20/=|8 21 7|140|= |0 -23 212 =0 -23 212
G o1 oalo Pl 1 sl 0 23 -13 -167| |0 45
£ op 1z i=g+g
E=4F +3F

4. Sik=2y k=-1,Sistema Compatible Determinado. Una Unica solucion.

Si K =2 Sistema compatible Indeterminado. Tiene infinitas soluciones.
sik= -1, Sistema Incompatible. No tiene solucion.
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2.7. PROBLEMAS DE “LA VIDA REAL".

En este curso veremos varias situaciones de la vida real que hemos de convertir en problemas
matemdticos. En primer lugar hemos de ser capaces de situare el problema en el modelo (tema
del curso) adecuado. Esto lo veremos observando la pregunta que nos hacen:

PREGUNTA TEMA
Hallar x, y. (O hallar x, v, z) —* Sistemade ecuaciones
z=ax+hy+c — Programacion Lineal

Hallar x ey, para

que z sea maxima :
.. z2ax+hy+c — Funciones reales
o minima.

Una vez encuadrado el problema, pasamos a plantearlo. Para ello haremos al menos dos

lecturas del problema, con los siguientes objetivos:

12 LECTURA:
Familiarizarnos con el problema. Entender la situacidon que se plantea, imaginar que
estamos dentro del problema.
Tomar notas de los datos principales. A veces es interesante expresarlos en una tabla.
Presta atencidn a las unidades: Kg., Litros, Euros,...
Identificar las incognitos. Escribir lo mds claro y concreto posible, qué significado tiene
13 Xy, Zzz

22 LECTURA:
Convertir cada frase significativa en una formula. En concreto, en este tema esas
formulas serdn ecuaciones lineales. En otros temas, puedes ser inecuaciones, y
funciones mds complejas.

Una vez planteado el problema, lo resolveremos usando los métodos matematicos adecuados.
Observa que la solucién sea légica en el contexto de la vida real. (NiUmeros positivos-negativos,
enteros-fraccionarios,...).

Y, por ultimo, comprueba el resultado en el texto, no en las férmulas, ya que si el
planteamiento no es correcto, al comprobar el resultado en las formulas no detectariamos el
error.
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01.- 51 un mmero lo poultpheo por cuatro, me da lo msmo que 51 le sumo 9. ;Cual es ese mumero?

PROBLEMAS DE LA VIDA REAL.

02.- Halla un mimsero de forma que su doble, aumentado en una umdad sea 17ual que su tnple dismmmndo
en fres umdades.

03.- Un mmero o5 el triple que ofro v la diferencia de ambos es 26. ;Cuales son esos nummeros?
04 - La suma de tres numeros consecutivos es 144, ;Cuales son esos mimmeros?
03.- Pepe tiene ol doble de edad que Juan v Lorena tres anos mas que Pepe ;Cual es 1a edad de cada wno?

06.- Juan tene 28 afios menos que su padre v 24 afios mas que = . Calenla 1z edad de cada uno,

sablendo que entre los tres suman uwn agie.

07.- 51 compro 5 boligrafos me sobrzn 2 €, pero 31 compro 9 boligrafos me falta | €. [Cuanfo cuesta un
boligrafo v cuante dinero fengo?

08.- Eeparte 1000 € enire tres persenas de foroa que la primera reciba el doble gue 1a segunda v esta el
tnple que la tervera.

09.- En las rebajas compre tres canmsas v dos pantalones por 126 €. Eecuerdo que el precio de un pantalon
era el doble que el de una cama=a ;Cual es el precio de cada cosa”

10.- Preguntando a Pitagoras sobre el nomero de sus diseipulos confesto: “La mutad estudia Matematicas,
una cuarta parte Fizica, una séptmma parte guarda silencio v tes se dadican a la Geometria”. ; Cuantos

diseipulos tema’?

11.- En wma caja de hermanmentas el nomero de remaches que conhens es tres veres el de clavos, v el
nimero de clavos es tres veces el de tormllos. 51 entre remaches. clavos v tomullos hay 1872 mesas,
Jcuanfos hav de eada clase?

12.- Un padre tenia tres hijos v les dejo en herencaa 1600 coronas de cro. EL testamento precisaba que el
prmogemto debia recibur 200 coronas mas que el sepmdo. v el sepundo 100 coronas mas que el
ultmo. [ Que canhidad recibuo cada wmo de las hpos?

13.- L3 suma de 1a altura de tres edificios es de 420 meiros. El de altwz media es 20 metros mavor que el
mas bajo v 35 metros menor que el mas alte: ;Cuants tmde cada wno de los edificios?

14.- Un pegociante recome tres plazas: en la pnmera duphica ef dinero v gasta 180 € ; en 1a sepunda

tnpheca el dinero v gasta 180 €; en la tercera cuadraphica el dinero v se gasta 240 €. Hallar el dimero
gue tenia al pnnciplo sablendo que acabo con 192 € .
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15.- 5S¢ han conmmmdo las 3 partes de un bidon de acerte. Repomendo 38 htros ha quedado lenc en sus

. Caleular 1a capamidad del badon

| Laa H'"

16.- Un gramero lleva una carga de hnevos al mercado v prensa venderlos a 1°8 € la docena. En el camano
s le rompen 18 docenas v calcula que vendiendo el resto 2 271 € sacara el ow=mo dimero. ;Cuantos
buevos llevaba el mamera?

17 .- Tengo una certa canhdad de dinero. Me gasto el 20% en comprar 1na carpeta; 175 € en una revista v
todavia me queda la mmtad del dmero que tenia al pnncipeo. ;Cuanto dinero temua?
18.- Premunto un mmchacho 2 un anciano que hora e1a v éste le confesto: el iempo de dia transcumdo es
;]
1gual a los ? de lo que queda por tansew ™. ;Que hora era’

19.- Un oso horouguero v su paquenio cachomo encuentran una colonia de 455000 homizas v se disponen
de las

L i

a celebrar un gran banguete. Por mzones evidentes de tamanio, el cachomo come los
boromgas que devora el adulto. ;Cudntas homugas se ha commdo cada une?

20.- En las fiestas de Villamarfalpefinca habia una caseta de la que colgaba el sigmente letero: “Pruebe
su puntenz. Por cada mmmeco dembado le pagaremos 0730 € v, por cada tuo fallado usted nos
pagara 07 20€"

EL alcalde del pueblo, quuere demostrar a sus vecmos que su puntenia es excalente y decide probar
fortuna. Despues de 26 tirada= observa que va ganando 280 € ;Cuantos tiros ha fallado?

21.- Un padre tene siete ljos. Cada pwhacho tiene doble mimero de hermoenas que de hermanos.
Jluantos varones v cuantas hembras son?

22 - Una empresa de aufocares para excursiones dispone de dos clases de coches: de 40 v de 50 plazas.
Som en total 24 coches v 1150 plazas. Avengua el mmero de autocares da cada clase gque fiene la
SIOTITESA.

23 - Un obrero gasta la quniz parte de su jeanal para pagar su alojammento. la mutad para comer v la
decima parte en otros gastos. Avenguar su salano sabiendo que en s1ete dias ha shonrado 18 €

24 - Una persona reahza [as % partes de un viaje en ferrocaml, los E del mesto en autobns v los 26
kilometros restantes en un taa. [ Cuantos kilometros ha recomrido”

235.- Una botella v su corcho cuestan 0760 € La botella cuesta 0750 € mas gue el corcho. ;Cual es precio de
cada cosa’

26.- El pemmetro de un tnangulo 1sosceles es 18 em. Cada wno de los lados 1guales es 3 cm. mavor que 1a
base. Halla la longmtud de cada uno de los lados del nangulo.
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30.-

31-

33.-

36.-

E AQArrMIA

Un ciclista se enfrena cada dia recomendo clerto travecto. Hov todawvia le quedan 16 Em v lleva
recommdes los 22730 de dicho trayvecto. Avenguar la distancia que recorre cada jornada.

La cuarta parte de un campo esta plantzda de gmasoles, los 375 de fmgo v el resto de cebada. Los
grasoles ocupan media hectarea mas que la cebada. ;Cual es 1 superficie del campo?

Tres socios deciden repartirse el capifal consepmdo. Dhscuten la forma de hacerlo v llegan al acuerdo
sigmente: uno de ellos debe reabrr el doble que el sezundo, v este el friple que el tercero. Caleular 1a
cantdad que dispondra cada umo =1 el capital a reparty es 1a cuarta parte de 6 mullones de euros.

Dee un tonel se exirae agua tres veces consecutivas. En cada ocanion, wm teraro del agua que hav en ase
momento. Al finzhzar las extracciones nos quedan 120 hivos de apua. Caleular los hitres que habia en

U PrImCIpED.

El pade de Lins se gasto 3180 €. en un diz de fenma. El peqoerio hz subido 12 veces en los
“caballitos” v 18 vecesen 13 “nomaenanz". En esta nlfime atracciom se pagaba 0715 eures menes por
viaje que en 1z primers. Al era el precio de cada 1ma de ellas?

2.- ;Cuantos peldafos tene mma esealera 51 al subnlos de dos en dos w bajarlos de tres en tres das en total

100 pasos?

Dios naufragos llegan a una 15l deshabitada. Se dedican a recoger eecos hasta la nache, v deciden que
a |z mafana siqmente los repartiran a partes 1zuales. Mmhnﬂemde]mmﬁagn,:hu&
tomar su parte; dnade e monton de cocos en dos partes 1zuales v le sobra un coco, gue twa al mar
para evitar lios. A contimuzeion. esconde su parte.

Mz tarde, el otro naufrago decide tambien coger su parte. por lo que drmade el monton que
gquedaba en dos partes 1guales: fambisn le sobrz um coco, gue fra al mar, ¥ esconde la que creda su
parte.

A |z panana spmente los naufragos guardan silencie de =ue repartos moctumos, ¥ deciden
repartirse los cocos que hav, tal como hablan comremdo. Al hacer este reparto, les commesponds 7
cooos @ cada uno v les sobm un coco gue tiran al mar. ;Cuantes cocos habian recomdo v cuantes se

queds cada pmfrage?

- Un tercio de un enjambre de abejas e poso sobre una flar da silindha; un qunto sobre [a flor de

kadamba. Tres veces la diferencia entre los doz mimmeros volo 2 la= flores de un kutya, v quedo una
sola abeja que se zlzo por el are, 1zualments atraida por ol mato perfimee de un jazmin v de wn
pandanus. Dhme fu ahora; joven fascinante. cual era el nimere de abejas. (Poema hindi)

~ Caleular el mimmera de cromos que tene Janwte szbiendo que 51 tnterz el doble de los que tiens,

aunque e le extraviaran & de ellos, podna reparir el resto con dos de sus anugos v am le quedarian
la nutad de los que ahorz poses.

Em&ma*.‘ezmma.gnmmteniatmmﬁ'em.igimthipﬁ:ahaaldimmqmsedepmﬂahamﬂ_
Cada vez que el mago realizaba este sernco pedia ser recompensado con 27 monedas de oro.

Al llegar Ia noticia a cidos del rey quiso comprobarla ¥ mando a un enusano con clerta canfidad de
monedas. El mago le devohno el dinero tnpheado v le cobro las 27 monedas. Fl emmsano repiho 1a
operacion con todo el dinero gue entonces tenia; vobad a tplicarle el dinero ¥ pago las 27 monedas.
Fepitio atm por tercera vez la operacion pero, al pagar las 27 monedas al mago se quedo sin nada de
dinero {la avaricia rompe &l saco). ;Cuantas monedas de aro le dio el rey al enmsana?
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37.- Prequmfando a una persona por su edad, 1a respuesta que se obhens es ésta: los 25 de dicha edad

menos 1D de la edad que tendra denfro de wn afio, es 1gual a 1/3 de 13 que temia hace 3 afios. ;Qus
edad tendra dentro de 5 afios?

33.- Un amo promete a su cnado darle al cabo de un afio una capa v 12 monedas de oro. Al teromnar el

sephimo mes lo despide dandole 1a capa v dos monedas de oro. ;Cual es el valor de la capa?

38 - Dos pastores se encuentran en um canepo. Uno de ellos le pregumta al ofro: “; cuantas ovejas fienes?”,

40.-

41-

45.-

a lo que responde: “si te dov una a i tenemos las musmegs, v 51 t0 me das uma 3 mi, vo tengo el doble
que t1”. ; Cuantas ovejas ene cada uno”

A un extranjerc que pago un hullete de aviom que valia 33510 pts. con 200 dolares v %0 francos
franceses, le devolvieron 200 pts. Ese msmo dia habia pazado un par de zapatos que costabam 3330
pis. con 20 dolares, 30 franeos franceses v 60 pis. Cual exa la cotizacion del dolar v del franco
frances ese dia?

Para vealizar un larpoviaje, sali de casa com 300 € en balletes de 20 v 5 € Al llezr 3 mu desting,
llevaba tantos billetes de 20 como billetes de 5 tenia al prmomo ¥ tantos billetes de 5 como balletes
de 20 tenia al prmcipio. thuémnlns% gel diners con el que part [ Cuantos balletes de 20 v

cuantos billetes de 5 llevaba al salir de casa?

2~ Cada mwoehmels 3 5w oo v sobra un mochuelo. Dos moclnelos eneada ohive v soba un olivo.

;Cuantos ohwos v mochuelos hay?

Todo el numdo sabe, o deberia saber_ | que los escarabajos ienen ss1s patas ¥ las arafias ocho. Un
exceminico colecciomsta de estos simpaticos ammalifos ha deedido vestilos a la vltoma moda. Para
ello necesitz 278 sombreros v 976 pares de zapatos. 51 ademas quere poner cotbata a los escarabajos
v pajarita a las arefizs, jouantas eorbatas ¥ pajariizs necesitara comprar !
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SOLUCIONES
01 - Bl mimero as 3. 02.- Fl mmero es 4 03 .- Los pfmeros son 13 v 19
04 - Los mimeros son 47, 48 v 49. 05 - Faltan datos.
06 = R 32 afios; siipeite 60y i biis & 07 - Un boligrafo cussta 0775 € y llevo 575 €

08 - La primera 600 €, [a se;nmda 300 v 12 tercera 100 €
(9 - 18 € las cammsas v 36 € los pantalones. 10 - 28 ahmmnos.
11 - 1296 remaches, 432 claves v 144 tormllos.

12 - Fl primogénite 700 eoronas, €] segundo 500 coronas v el menoe 400 coronas.

13 - El mas alfo 170 meiros, el mediano 135 metros v el mas bajo 115 meatros.

14 - Al pnncipio tenda 92 €. 15.- 80 hitros. 16.- 126 docena= = 1512 Inevas.
17 -Teniz S €. 18-1as Yhoras 36 numtos.

18 - Bl 26ulto 325000 hormszzas v &l Eachorro 130000 homizzs.

20 .- Ha fallado 8 tiros v ha acertado 15. 21.- Son 3 chucos y 4 chieas.

3 - 5 utocaresdedD plazas v 19 de 50 plazas. 73 - 90 £ Semanales

4. 520 Km. 25-0°05 € el corcho v 0735 € labotella.

26 - La Mhae Ty Yos Ll izl o, 17.- H0Km

28 - 5 hectareas. 20 -El 7 600.000 €, el 2 1. 8000000€ v &l 1° 3,600,000 £
30 .- 405 litros. 31 - 1’15 € los cabailitos v 1 € la nona enana

32 .- 120 peldafios. 33 .- Han cogide 63 cocos, el primero se leva 38, el semumdo 22 v tiran 3 al mar.

34.- 15 abejas. 35.- 16 cromos 36.- 13 monedas de om

37 - 40 afios. Abora tiene 35. 38.- 12 monedas de oro.

30 - Uno 5 ovejas v el otro 7. 40 - EL délar a 160 Ps. y el franco 2 19 P, (Eran los 80..)
41 - 13 balletes de 20 € v 8 bulletes de 5 €. 42 - 4 mochueles v 3 olivos.

43 .- 136 corbatas (escarabajos) v 142 pajaritas (arafias).
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Ejercicio n2 1.-

En una reunidn hay 22 personas, entre hombres, mujeres y nifios. El doble del nimero de

mujeres mas el triple del nimero de nifos, es igual al doble del niimero de hombres.

a) Con estos datos, ése puede saber el nimero de hombres que hay?

b) Si, ademas, se sabe que el nimero de hombres es el doble del de mujeres, écuantos

hombres, mujeres y niiios hay?

Solucion:
a) Solo con estos datos no podemos saber el nimero de hombres (ni el de mujeres,
ni el de nifios) que hay. Es un sistema compatible indeterminado; como tenemos tres
incégnitas, para que pueda ser compatible determinado, necesitamos otra ecuacion.
b) Hay 12 hombres, 6 mujeres y 4 nifos.

Ejercicio n? 2-
Por un rotulador, un cuaderno y una carpeta se pagan 3,56 euros. Se sabe que el precio del
cuaderno es la mitad del precio del rotulador y que, el precio de la carpeta es igual al precio
del cuaderno mas el 20% del precio del rotulador. Calcula los precios que marcaba cada una
de las cosas, sabiendo que sobre esos precios se ha hecho el 10% de descuento.
Solucion:

El rotulador marcaba 1,80 euros, el cuaderno, 0,90 euros y, la carpeta, 1,26 euros.

Ejercicio n2 3.-

En una residencia de estudiantes se compran semanalmente 110 helados de distintos
sabores: vainilla, chocolate y nata. El presupuesto destinado para esta compra es de 540
euros y el precio de cada helado es de 4 euros el de vainilla, 5 euros el de chocolate y 6 euros
el de nata. Conocidos los gustos de los estudiante, se sabe que entre helados de chocolate y
de nata se han de comprar el 20% mas que de vainilla.

a) Plantea un sistema de ecuaciones lineales para calcular cuantos helados de cada sabor se
compran a la semana.
b) Resuelve, mediante el método de Gauss, el sistema planteado en el apartado anterior.
Solucion:
Se compran 50 helados de vainilla, 20 de chocolate y 40 de nata.

Ejercicio n?4.-
Disponemos de tres lingotes de distintas aleaciones de tres metales A, B y C. El primer
lingote contiene 20 g del metal A, 20 g del B y 60 del C. El segundo contiene 10 g de A, 40
gde B y50gde C. Eltercero contiene 20 gde A, 40 g de B y 40 g de C. Queremos
elaborar, a partir de estos lingotes, uno nuevo que contenga 15 g de A,
35gde B y50gde C.
¢Cuantos gramos hay que coger de cada uno de los tres lingotes?
Solucion:

Habrd que coger 25 g del primer lingote, 50 g del segundo y 25 g del tercero.

Ejercicio n? 5.-
Un cliente de un supermercado ha pagado un total de 156 € por 24 | de leche, 6 kg de jamén
serrano y 12 | de aceite de oliva. Calcular el precio de cada articulo, sabiendo que 1 | de
aceite cuesta el triple que 1 | de leche y que 1 kg de jamon cuesta igual que 4 | de aceite mas
4 | de leche.
Solucion:

leche 1 €, jamdn 16 € ,aceite 3 €
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3. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL.
3.1. Dibujo de rectas

Una recta es el conjunto de puntos (x,y) del plano, que son solucidn de una ecuacion lineal del
tipo ax + by = c, donde g, by ¢, son nUmeros conocidos.

Para dibujar una recta, es suficiente con conocer dos puntos. Siempre que sea posible,
buscaremos los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

CASO 1:. a,b,c#0

puntos’ de corte con:
gjeX: Fml — ax=Cc = &= ;: - P‘(i"}}
; N, ©
ejeyt x=0 = by=¢ = ¥=+ P—{Q, h]

CASO 23 @a=0,5b+0
Entonces by=c ---J,:_E':_ recta horizontal por el punto
, B

[I::l‘, E{I i

si ¢ = 0, nos gueda y = 0 gue es el ETE X
CARS0 3¢ a#t , b=0

Entonces ax=0 -+x=£ recta vertical por el punto

. =

I'_.-': |:":.I|
P

II 2] i v

e

=i ¢ = 0 nos gueda x = 0 que es el EJE Y
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CASO4: a+0,b#0,c=0
Solo hay un punto de corte con los ejes, que es el (0, 0). Buscamos otro punto dandole un valor
cualquiera a x, y calculando y.

EJEMPLOS:

(l] CAx o+ 2y = 6

si x=0 = 2y=6 = y=3.% P, =(0,3)

81 y=0 = 3x=6 — x=2 = P,=(2,0)

(2) 2y = 8 = y = 4 RECTA HORIZONTAL POR P = (0,4)

=M

JE—

(3)2x+5y=0

Como el término independiente es 0, pasa por el (0, 0).

Buscamos otro punto:
Six=5=10+5y=0=>y=-2=(5,-2)
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2. RESOLUCTON GRAFICA DE INECUACTIONES COH_2 THCOGNTITAS
DEF: Una inecuacion con dos incagnitas es una expresidn del tipo

3.2.Inecuaciones lineales con dos incdgnitas.

ax+bysc
El signo = también puede ser = G = 4z
ra REGION SOLUCTION DE LA INECUACION, es el conjunto de puntos
{x,v) dgus al. custituirlos en la inecuacién hacen que 1a
degigualdad sea clierta.

CALCULO DE LA REGION SOLUCTON
(1) Dibuiar la recta cuya acuacién es ax + by = ¢ (con esto
tengo el plans dividido en dos partes)
{2}/ Tomar un-punto B = (%pr¥o) que ne esté en. la recta v
sustituirle en la inecuacién:
- /81 1a desigualdad es cierta, entonces, el semiplanc
donde estd Pes la regién solucién. Lo pintames.
- 5i 1la desigualdad es falsa, entonces, el semiplano
donde no estd P es la regién solucidn. Io pintamos.

EJEMELO

Besolver Zx-2y=12

(1) Tomo la ecmacidn asociada 3x = 2y = 12
Busco dos punto:s

87 x=0 = =2y=12 = y=-6 = P, ={0,-6).
af w20 % Ax=12 = x=4 = P,=(4,0)

Dibujo la recta.

(2) Tomo un panto P qué:nu esté en da recta, p-::i- ejenpla P =

(0,0} v lo sustituyo: 3 - 0 - 2 ° 0 =q0 < 12, luego.la reglﬁn

solucidn es en-la gue estd 1 (0,0).

oBS: S5i .la desigualdad 'E!E $ 6 = , la regta forma parte de la
regién solucién. Si la desigualdad es < ¢ > entonces no.
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3.3. Sistemas de inecuaciones lineales con dos incégnitas.

Dado un sistema de inecuaciones con dos incégnitas:

a,x + by s o

ax + by = o

ax + by < <
La regién solucién del sistema es el conjunto de puntos (%,v}
tales que al sustituirlos en todas las inecuaciones del sistema,

las desigualdades son ciertas.

EJEMPLO

x+y z O

Zx-y & 240 g
Ca=3y 2 3

pasa;:}-r:'rf:}i-“i.= (0,0}

x+y=0 _— 1+y=0 =+ ¥=-1 -"'Pz-:.l-"!-}

gi X0 = -y=2 —~ y=-2 = Py={0, -2)

2%-¥42* Ui Lup o 2x=2 = x=1 = P =(1,0)

51 x<b =i=3y=-3 = b=1 = P;={(0,1)
d P=(-3,0)

x"3y-"l—3: S_i _'F'ﬂﬂ - x._3
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3.4. Problemas de Optimizacidn-

Un problema de optimizacién consta de:

Una funcién del tipo z = f(x,y == axd + by + ¢ de la que queremos encontrar un
maximo y/o un minimo.
Un sistema de inecuaciones lineales, con incognitas x e y.

METODO' DE RESOLUGTON:

(1} -l...‘rihujar la regidn solucidn del sistema de inecuaciones.

(2) Hallar los vértices de la regidn solucidn. Para hallar el
.vértice intersecgeién de dos rectas, ge resuelve el sistema
de las dos écuaqiunes de dichas rectas,
Vi = (67 )0 Vo= (%7300 o0 it Vi = (H0l) Vértices

(3) | Sustituys gada ung de los wértices en la funcidn Z:

Z & z{W] = ax, rabyiTeTe

5 =z(V,) = ax, + by, + ¢

Zgp = Z\Vg) = ax, + by, + ¢

(4) 5d 1la regicon es CERRADA(*), antonces, al maycr de los
Zys---Z €8 el paximo ¥ el menor el minimo.

0BS:

hl_'l} 5i la regidn es ABIERTA(*), entonces podemos tenar el mdximo
o el minimo paro no ambos.

(2} 51 dos valores de z son iguales ¥y son el maximo (0 minimo)
entonces en todos los puntos del segmento gue une ambos
vértices ge alcanza el maximo.

| X

Region abierta
Regién cerrada e
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;aldanﬁan ﬁiéhos puntgs, dé?la i
Eestrzcciunes . : .  ;.:,_”;;5

Xty ;-m T
2x-y € B o
K-3y = -3 S

' como las gestriqciﬁnesﬁsén<ias-iigﬁ§§tﬁel ejemplo anterior, la

region solucidn es

Ecta regidn tiens tres vértices:

v,z punto de corte dea ¥ + ¥y = 0 y 23x - ¥ = 3, lusgo V, es la

ign de ] 2
soluclion .8 -d . +y = 0 2 3] -? ., a-—.[z_,
2x-y = 2 F,+F 3% = xﬂ-i 18

v,: punto de gorte @e x + ¥y = 0¥ ¥ - Iy = -3

3
er ol s ey o) b g
w-aplis ) Fagh |-ay = -3] 77

v, punto @e Eorie de o - 3¥ = 3 ¥ 2X - ¥ S 2

L | b

. A o
-y =2 2 {x—lv = -.31, g [* g ---v—lE E)
A3y = IRIrRRE | oy &Y T g Y
calgulamos - la z3: '

b ™
i

; P .-J'Jnﬂ =
S
EE
E; _-. . 3 ;
o — = — =—D TI:
.4; 4

2'? 16 *453.-ﬁ‘£

2,25 (V) =33 *zﬁ

B s s
MAXIMO DE % : E".'is_' 'f'.'iq. al_u::ai;za. en el punto (%'_:‘:'
MINIMO DE Z: -0°75 ¥ lo alcanza en el punto {—%.-i—)

UNED. Matematicas. 44



A@ADEMT A

Guiu

Como ya comentamos en la pagina 32, resolveremos por las técnicas de este tema, los
problemas de la vida real en que nos pidan:

Hallar x e y para que z, sea maxima o minima, donde z tiene que ser de primer grado:
z=f(x,y) =ax+ by +c.

3.5. Problemas de la vida real.

Los problemas mas habituales que se resuelven por estas técnicas son:
PROBLEMAS DE STOCKS (a desarrollar en clase)
PROBLEMAS DE GASTO MINIMO. (a desarrollar en clase).
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EJERCICIOS DE PROGRAMACION LINEAL

CLIERCICIO] ©
a) Haz una representacien grafica de las soluciones de [a sigulente Inecuadion: x + 2y = 4
b) Halla la sigulenis INecuacion cuyas soluciones vienen representadas por:

1

EJERCICIC 2
a) Representa graficament® 1as soluciones de la Inscuackn. 2k -y =3
b) Awergua cual 85 13 Inscuacitn cuyas soluciones comasponden al siguienis semiplanc:

ar

EJERCICIO 3 :

a) Representa las soluciones de |3 siguients NecURCION: 3L+ 4¢ 2 1
b ldenifica I3 necuackon cuyas solucionas comesponden 3 siguients semipkano:

EJCRCITIC 4 :
T+3v=1s
R+ yEX
3} Dibifa & Techin que CUMple Est3s Festocones: |
y=0

by ;Perenecen los puntos (0, B}, {2, 0) ¥ {5, 6) al conjunto de soluciones del sstema anteror?
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EJERCICID 5 :
Je+3Iy 5120
<
a) Construye & recinto de soluciones del siguiente sistema: i‘__f"-‘lm
y2i4

b) Los pumios (20, 10}, (20,0} y |20, 20), ;forman pare de' @5 soluclones del elsiema antarkor?
EJERCICI}S DE PROGRAMACION LINEAL _
fim+3y = 600
I2x <y S 4B0
45t 1)

iy=d

EJERCICID & © Maximiza la funckin 7= 150u+ 100y, sule@Ea 35 slgulentes resiricciones:

[m+2y53

-yl
EJERCICIC 7 : Halla &l mdxima y = minfmo 08 13 funchin 2 = x + ) &0 13 region.deteminad por :v- S I

i_}'-';‘—l

EJERCICHD 8 ' Seconsidera lafuncidm z = 3x + 2). Delemming el punto donde |3 Tunciin toma su vaior minimo,

4 + 5y 220
cOn 36 siguientes resmiccknas: I =
¥ |Ta+2yz14
G-x215
EJERCICIO 3 - Minimiza i3 funckin z =5x + By, sujcta 3 135 slguienies estriccbnes: d5vE7
E2F
EJERCICHD 10 Minimiza la fumcltn F{K, ¥] =45 + 12y =3 a 36 resliceiones:
¥z 3p-2x=<5 y+X¥&ES Iy +xz 2
E-¥EL
E+VEG
EJERCICIO 11 : Madmizada fumeitn objetiva; 1{x, ¥} = 2x + ¥, sujeta a 135 resircclones:
-m+VE]
2l g&0

EJERCICID 12 -'Un |aboratorio uillza |35 susancias Ay B enda elaboraclon de oos wacunas. La primera sa
prepara con 2 unidades de A y.1 de 8, sendo su precisde 30 ewos, y |3 segunda se elabora con 2 unidades
de A y3de B, sendosu preck dedl sums. Sablends que dichD laboratoro dgispone de un fotal de 400
unidades de A y 300 de B, ;Cuantas vacunas oe cada tpo debera pIEparar para obiener & maxMmo

beneficio?
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EJERCICIO 13 : Una f@EBbdca prodwce neweras utlitarias y de jo. La fabsica esta diidida en dos secclones:
moniaje y acabado. Los requenmientos de trabalo vienaen dados por |a siguiente tablac

MONTAIE ACABADC
LTILITARIA 1 horas 3 horas
LLLED 3 hioras G horas

El maxdma nimenn g2 horas de taba|o dsponibies diafamente es o2 120 en montaje y 1501 en acabado, debldo
a las imRaciones de operanos. Sl el beneficlo es de 30 euncs por cada nevera uliiara y de 400 ewros por
c3ada nevera de lujo, ; cianias deben fabiicarse diariamente de cada una para obiener & maximo bepeficie?

EJERCICIO 14 : En una granja de polios s2 da una dield “par@ engordar con una compaskcien minima de 15
unidades de Una sustancia A y obias 15 de una sustancia B. En &l mencado solo 52 encuentran dos clases de
compuasios: &l Bpo | con una composicion de una unidadde A ycinco de B, y e fipo Il con una compaosicion
de cinco unidages d2 A y una de B. El precio del tipo Tes de 10 eums y & del 3po Il es de 30 eurcs. Se
pragunia: ; Que cantidades se han de comprar de cada ipo para.cubrr |35 neceskdades con un cosie minmo?

EJERCICIO _15.0Unos grandes dlmacenes desean houkdar 200.camisas y 100 pantalones de la iemporada
anterior. Para elo, lanzan dos oferias, A y Br La oferta A consste en o0 lote.de una camisa y un pantaion,
que 52 vEnden 3 30 curns; 13 ofenta B consiste =n un Iole de ires camisas y un pantalon, gue s& vende a 50
EUrns. Mo se desed offecer mends de 20 otes de laofena. A nl menosde 10 de @ B gCuanios kobes han de
vender o2 c:3da ipo para madmizar 3 ganancia?

EIERGICIO 1€ : Clefn Taoreanie produce dos articulos, Ay B, pamd o que requiere @ ublizaciin de dos
secciones de produccion: seccion de moniaje y secoion o2 pinTura B anlicle A reguiere una horma de frabalo
en |a seccian de monfaje y dos en 13 de pintura; y & articulo B, wee horas enla secaken de montaje y una hora
£ la g8 pinWra. La seccion de monia)e solo puede estar en funclonamiemte nueve horas dianas, mientras gue
la g2 pniura 5000 oo haRE cada dia. £l beneficio que se obiiene produciendo el anticuly B es oe 40 eurns ¥
el de A esde 0 eurs. Calcula |a produesitn diaradeios articulps A § B gue madmiza el beneficho.

EJERCICIO 17 : Se dagea obilener tree elementos quimicos 3 parir o= 135 susianclas A y 5 Un kilo de A
confens & gramos del primer eemanin, 1 gramo del sequndo y 2 del tencerd; un ko de B Bene 4 gramos del
pAmer gemenio, 1 gramo del segunto ¥ 2 del ercer. Se desea oofener @ menos 16 gramos del primer
elements ¥ 135 cantilates del segundo y S8l tercem han 0e S27 Como MUCho 5 ¥ 20 gramos, respectvaments; y
la canfidadde A e5 como mucho el dobie que lade B. Calculaios Klcsde A ylosde 5§ que han de iomarse
para que el coste sea minmo =l un klo de A vake 2 eurns y uno de B 10 eurps. jPusde sliminarse alguna
resincoicn?

EJERCICID 18 : Un quissco wende bDoligraios a 20 céntimos e euwo ¥ cuademos a 30 canimos de euro.
Uevamos 120 Centmos de eurd ¥ prelendemos cOMprar |os mismos cUademas Que Doiigrafos, por o MENds.
£ CUAl SErd e MIMens maximo de pieZas que podemos COmprarr

EJERCICIO 19 : Disponemos de 210 000 awns para inverdr en bolsa. Mo recomiendan dos Spos de acciones.
Las oel tpo A gque Magengl 10% y las defpo B que rinde 21 8% Decikdimos invertr un maxmo de 130 00D
Euros en las de tigo A y.comominimo, 5 000 eunns en las de 3p0 B, ademas, quersmos gue 13 Inversion an
las del tpo A seamenor o igud que &l doble de 13 Invedsion en-E. ; Cual tene que ser 13 distribuckn de la
Inversian [oard obienermadma Interes anua™

EJERCICIO 20 : La casa X fabrica helados Ay B, hasia un madmod®ano de 1 000 Kics. La fabricacion de
un ki d& A cuesta 1.3 eums yuno @2 8, 1,5 euros C3lCula cuanios Klios 02 A ¥ B oeben Tabrcarse,
sabiendo que |a casa dispone de 2 700 ewns /dia y que un kilo de A deja un margen igual al 50% del que deja
un kil de B

EJERCICIO 21 : En una pequefia empresa se fabrican dlanameniz solo 805 tpos de aparatos, A y B. Como
maximo pusden fabricarse 3 aparatos de cada tipo y, obilgatoriamente, al menos un articulo del tipo B,

Indica todas 135 IIEEI]“:'!EE de fabricackin sl g2 {II..EI'EH ciotenar unas ventas E.IFEI'HIEE-E E0 awms, 2nkendo
en cuenta que los precios de los anticuios A ¥y B son de 30 y 10 ewos, especivaments.
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EJERCICIO 22 : Se desea fabricar dos ipos de bombones que lamaremos A y B. Las cajas de fpo A
condenen 1 kg de chocolate y 2 kg de cacao; |as de fpo B contlenen 2 kg de chocolate, 1 kg de cacao y 1 kg
de aimendras. Por cada caja del fpo A 52 ganan 2 euins y por cada caja del ipo B, 3 eurce. Disponemos de

500 g de chocolate, 400 Kg de cacao y 225 Kg de almendras. ; Cudnias cajas de cada fpo hay que fabricar
para que la ganancia sea maxima?

EIERCICIO 23 - Una fabrica de papel fiene aimacenados 4 000 klips de pasia de papel nomal, A, w 3 000
Kilces e pasta de papel reciclado, 5. Lafabnca produce dos tipos disenies de c3jas de caron. La caja de tipo
1 esta fabrcada con 0.2 klos de A y 0,4 W05 d2 B, mientras que 13 caja del tipo 2 est fabncada con 0.2 kllos
de A y0.3Wlosd2 B El precio deld caa de tipo 1 es d2 50 eums/unidad y & pracio de 13 caja de lipo 2 es de

&0 ewnosinidad. ; Cusntas calas e cada clase ha de elaboraria fabrca para maxXmizar sus venias?

EJERCICIO 24 . Podesnds CoOmarar ;Imm- DN ﬂ1 L+ .-q?. 2303 FI32|I..IE|.E comikieng 135 unidades de
potasio (K], fsforo [P}y genirogeno. (M) Indicadas &n i3 tEbia, donge se d3 &l precio (&0 cenimos de

eurn) @ un paguets. { Emgue proporcion hay que mezcar ambos Tpos de aoono para abiensr & minmo precio
un abono que contenga, al menos, 4 unidadss de K, 23de P ySde Mg?

L MNRGAT T P, N, o | =RECK
A 4 [ 1 158
A 1 10 A 24

EJERCICIO 25 : Sedispone de 500 g de un determinado farmaco para elaborar pastlias grandes y pequefias.
Las grandes pesan 40 g y a5 pequefias 30 g Se necesitan, al mends, Tes pastllas grandes y, 3 menos, &l
doble de pequefias que de grandes. Cada pastila grande proporziona un oeneficio de 0,2 euros y 3 peguefia,
da 0.1 ewros. jCu3ntas pastllas s han de ei300M@Er d2 cada o352 Dara gue el beneficlp 583 mavmo?

UNED. Matematicas. 49



4. GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIO.
4.1. PUNTOS Y VECTORES.

DEF: Llamamos ESPACIO AFiN DE DIMENSION 3, y lo representamos por A; al conjunto:
A, ={xy,2)/xy,zeR}

A los elementos de este conjunto les llamamos PUNTOS vy los representamos habitualmente
por letras mayusculas: A, B, C,...

INTERPRETACION GEOMETRICA. ¥

Suponemos que existe un sistema de referencia inicial {O; i, k} , donde O es un punto que

llamamos ORIGEN, e |, j Y kK son tres vectores perpendiculares entre si y de misma longitud

(que tomaremos como unidad), desde donde "observamos" el espacio. Asi, por ejemplo, el
punto A = ( 2, 4, 3) quedaria representado asi:

=
___________________ i
- e
- oy
- r ;
E -

. A% %
Y
i v :
! kA~ ! !
1 1 1
: LW an
1 o+ =3 -

- 1 > ®
‘A J ]
1 I &

0 1

___________________ -

DEF: Sean A=(&,a,,8,) Y B=(b,b,,,), dos puntos del espacio, llamamos VECTOR FlJO

DE ORIGEN A Y EXTREMO By lo representamos por AB a la expresion:
AB = (b, —a,,b, —a,,b, - a,)
INTERPRETACION GEOMETRICA.

—_—

El vector AB es el segmento orientado ("flecha"), que empieza en el punto A y acaba en el
punto B.

A =
AB
El MODULO del vector AB, es la longitud de dicho vector (distancia desde A hasta B), lo

_— —_—

representamos por | AB | o bien por || AB ||. Su valor es:
[AB| = (o, —a)% + (b, —2,)° + (b, —,)?

La DIRECCION del vector AB es la de la Gnica recta que pasa por Ay B.
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El SENTIDO del vector AB es desde A hacia B.

En el lenguaje coloquial es frecuente utilizar los términos direccidn y sentido como sinénimos.
Matematicamente son términos claros:

direccién ( AB ) = direccién ( BA ); pero sentido( AB ) = - sentido ( BA )
A nivel préctico los conceptos de direccion y sentido se utilizan pocas veces en términos
absolutos. Normalmente se utilizan en términos relativos, es decir, para comparar direcciones

y/o sentidos entre dos 6 mas vectores, rectas o planos.

EJEMPLO-OBSERVACION.

Sean A=(0,2,1), B=(0,4,5), C=(0,4,3) y D=(0,6,7).

Entonces AB=(0,2,4) y CD=(0,24). Es decir, numéricamente AB=CD, pero,
geométricamente no se representan igual, no son la misma "flecha".

n
A
“‘?é—ﬁ
C
—

Para evitar esta paradoja geométrica definimos el concepto de VECTOR LIBRE.

DEF: El VECTOR LIBRE V = (Vl,VZ,V3) es el conjunto de los infinitos vectores fijos que tienen

componentes (vl,vz,v3). A cada uno de ellos se le llama un representante de V.

EJEMPLO (Continuacién).

—=

En el ejemplo anterior, los vectores AB y CD son dos representantes del vector libre
v=(0,24).

En lo sucesivo interpretaremos que todos los vectores son libres excepto cuando se indique lo
contrario. Al conjunto de todos los vectores libres lo representaremos por V;

(1) Cuando desarrollamos una teoria matematica no podemos utilizar términos que audn no han sido definidos. En las
INTERPRETACIONES GEOMETRICAS me saltaré este principio pues, en realidad, no forman parte de la teoria.
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4.2. OPERACIONES CON PUNTOS Y VECTORES.
SUMA DE VECTORES (Vector + Vector = Vector).

DEF: Sean U =(u,,U,,U;) y V=(V,,V,,V;) dos vectores. Entonces

U+v=_U, +V,,U, +V,,U; +V;).
INTERPRETACION GEOMETRICA. (Regla del paralelogramo)

=l

=4
+
=4

=

PROPIEDADES

1. Asociativa: U+ (VW) =(U+V)+w

2. Conmutativa; U+V=V+U

3. Elemento neutro: Si O =(0,0,0) entonces V+O=0+Vv=V. El vector O tiene
madulo 0y carece de direccion y sentido. Graficamente es un punto.

—_

4. Vector opuesto: Dado un vector U=(U;,U,,U;), existe un vector —u, tal que

IF SV =5 TEY = o8
Este vector cumple las siguientes propiedades:
I Bl

— —

b) Direccion (—u) = Direccién (u)
c) Sentido (3) = - Sentido (ﬁ) ( Sentido contrario).
d)\ Zu= (-u;,-u,,—u,)

i,
i
—-
-

PRODUCTO EXTERNO: (NUumero e Vector = Vector)

DEF: Sea o un nimeroy V = (Vl,Vz,V3) un vector, entonces -V = (avl, av,, avg). Es decir,
multiplicamos las tres componentes del vector por el numero.

INTERPRETACION GEOMETRICA.

Al multiplicar un vector por un nimero:

e Llalongitud del vector queda multiplicada por el valor absoluto de ese nimero:

‘a-v V

—lof-

e Ladireccion del vector no cambia.
e Siel numero es positivo, el sentido si mantiene. Si es negativo, el sentido se invierte.
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EJEMPLO GRAFICO

PROPIEDADES:
Sean o Y 3 dos nimeros, Gy\7 dos vectores. Entonces:
(a+ﬂ)-\7=a~\7+,8~\7
a-(a+\7) =aU+a-V
o ()= (@ )V
4 lv=v
PRODUCTO ESCALAR (Vector ¢ Vector = Numero).
DEF: Sean U = (u,,u,,u,) y V= (v,,V,,V,) dos vectores. Entonces

- -

Uu-v=u, -V, +U, -V, +U; -V,
INTERPERETACION GEOMETRICA.

g,

-

Si a es el angulo que forman los vectores U y V, entonces,

u-v= ‘ﬁ||\7| -CoS(@)

=1

=4

PROPIEDADES:
1. cos(a) = ,
dky :
uy \7 son perpendiculares < a v=0
u-v=v-u
u-(v+w)=(u-v)+(u-w)

a-(u-v)=(a-u)-v
‘2

SIS N NI

u-u:‘u
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PRODUCTO VECTORIAL (Vector e Vector = Vector).

DEF: Sean U = (U,,U,,U,;) y V=(V,,V,,V,) dos vectores. Entonces

i ok
UAV=U; U, Ug|=(U,Vy—UzV,,—UV, + UV, UV, —U,V,)
Vl VZ V3

INTERPRETACION GEOMETRICA.

c liny

:‘u‘-M-sen(a); donde a es el angulo que forman U y V. Este mdédulo coincide

-

con el area que determinan U y V.

e Ladireccidon de U AV es la Unica perpendicular comina U y V.
e Elsentido es siguiendo La ley del Tornillo™

-
k

ﬁ

S el Lo
LAY e
%

.?/ iNnj=k pero}ﬂE?:—ﬁ:
-k

g

PROPIEDADES.

1. Asociativa: U A (\7 A W) = (G A \7) AW

2. Anticonmutativa: U AV = —(\7 A G) -

3. Bilineal: U A (\7 + Vv) = (G A \7) + (G A VV)
a-(UAV)=(a-U)AV=UA (a-V)

- -

4. Producto Mixto: U - (VA W) = Det (u, v, w) = Volumen que determinan U,V y W
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SUMA DE PUNTOS (punto + punto = punto)?,

DEF:Sean A=(a,,a,,a;) y B=(b,,b,,b,) dos puntos. Entonces
A+B=(a, +b,a, +b,,a, +Db,).

INTERPRETACION GEOMETRICA.

A+B es el extremo del vector fijo a&+ @

B A+B
= —_— —
OF OA+OB
o Al A
oA

SUMA PUNTO + VECTOR (punto + vector = punto).

DEF: Sean A=(a,,a,,3;) unpuntoy V= (V;,V,,V,) un vector. Entonces

A+\*/:(a1 +V,8, +V,,a; +V,).

INTERPRETACION GEOMETRICA.

A+V es el extremo del representante de V que tiene su origen en el punto A.

A+¥

=l

(1) Si colocamos un tornillo sobre la interseccidn de los vectores | y j y giramos en direccion a j , estamos apretando el

tornillo, es decir, el resultado tiene el sentido del vector k .

(2) En realidad las operaciones en que interviene puntos son operaciones con vectores, en las que hemos identificado el punto A
con el vector QA, ya que numéricamente son iguales.
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EJERCICIOS OPERACIONES CON PUNTOS Y VECTORES.

Sean
i=(2-13),Vv=(4,5—-7) dosvectoresy A=(0,2,3), B=(-1 6, 3) dos puntos.

a) Calcular: |G|, 0+V,30,20+5V,0-V,0 AV, A+ B, B+5V, 20+ AB

b) Hallar un vector unitario con la misma direccién y sentido que V .
c) Hallar un vector de médulo 4 con la misma direccién y sentido contrario que U .

d) Calcular k para que el vector W= (3+K, 2, —K) sea perpendicular al vector U . ¢Existe

algun valor de k para el que U y W tengan la misma direccion?.
e) Hallar el dngulo que forman los vectores U y V

f) Hallar un vector unitario y perpendiculara U y V .

—

g) Hallar el drea del paralelogramo que determinan los vectores Uy AB

h) Hallar el valor de k para que el tridngulo de vértices A, By C = (2, 3, k) tenga drea 5.

—_

i) Hallar el volumen del paralelepipedo que determinan los vectores U , V y AB .
SOLUCIONES
a) Ju/=~14,;u+v=(6,4,—-4);3u=(6,-3, 9); 2u + 5v=( 24, 23, -29);

u-v=-18unsv=(-8, 26, 14); A+ B =(-1,8,6); B+ 5v=(19, 31,-32);
2u+AB=(3,2,6)

b) g\% (4,5,-7)

c) i(—8, 4,-12)
V14

d) k=4;no.

e) arccos(%) ~120,47°

1
3426

g) 202

fy =+ (-4,13,7)

h) k=3%

5l

) 112
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4.3. ECUACION DE LA RECTA.

DEF: Sea A=(a,,a,,a;)unpunto y v =(Vv;,V,,V;)un vector distinto del 0. La RECTA QUE

PASA POR A 'Y TIENE DIRECCION (6 VECTOR DIRECTOR) \7, es el conjunto de infinitos puntos:

r=QeA/31eRIQ=A+V (1)
INTERPRETACION GEOMETRICA.

La expresiéon A -V, donde A representa cualquier nimero, nos da todos los multiplos de v,
qgue son una familia infinita de vectores que tienen la misma direccién. La suma de un punto
mas cada uno de esos vectores nos da los infinitos puntos de la recta

ECUACION VECTORIAL.
Si enla férmula (1) escribimos (X, Y, Z) para expresar las coordenadas del punto Q, tenemos:

(X1sz):(ai’a2!a3)+/1'(V1’V2xV3) (2)

ECUACIONES PARAMETRICAS.
Si en la férmula (2) igualamos cada componente por separado:

X=a, +4v,
Yo= 8, AV, (3)
Zn= Agpt AV,

ECUACION CONTINUA.
Si suponemos que V, #0,V, #0, Vs, #0, entonces podemos despejar Aen las tres

ecuaciones de (2), e igualando:

- - (4)

Si una de las componentes es 0, por ejemplo v, =0, v, #0, V, # 0, entonces la ecuacién

continua queda en dos partes:

X=a
y—-a, z-a,
V2 V3
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Si son cero dos de las componentes, por ejemplo v, =0, Vv, =0, v; #0, entonces, no
podemos hablar de ecuacidén continua, pues las ecuaciones parmétricas serian:

X=a
y=a,
(zeR)

que corresponden a una recta paralela al eje Z.

-
i

ECUACIONES CARTESIANAS

Si en (4) tomamos dos de las igualdades, multiplicamos en cruz y agrupamos términos
tenemos:

B + By LGy = iy
Ax+B,y+C,z=D,

OBS: En todas las ecuaciones, excepto en las cartesianas, las coordenadas del punto A y las

componentes del vector V estdn visibles y por lo tanto es muy sencillo pasar de unas a otras.

Para pasar de cartesianas a cualquiera de las otras formas, resolvemos el sistema (sistema
compatible indeterminado) y tenemos las ecuaciones paramétricas.

UNED. Matematicas. 58



G A@ADEMT A

1. Dar las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua y cartesianas de las rectas:

EJERCICIOS. ECUACIONES DE LA RECTA.

a) Que pasa por el punto A = ( 2, 3, 1) y tiene vector director V = (5,4, 7)

b) Que pasa por el punto B =( 2, 0, -3) y tiene vector director Ui =(—2,3,1)
¢) Que pasa por el punto C = (1, 5, 4) y tiene vector director W= (4,0, —1)
d) Que pasa por el punto D =( -3, 1, 0) y tiene vector director ] =(0,10)

e) Que pasa por los puntos Ay C

f) Que pasa por los puntos Ay B

2. Hallar un puntoy el vector director de las rectas:

a) x =3t b) X =2t
ri{y=2+2t r:{y=1+3t
z=1-t z=2+4t
c) r_x—2_x_z+2 d) J2x-y-2z=0
N - A 2x+y-z=4
e) r_{x+2y—z—1=0 f) y=0
; r rg
X—=3y+4z+2=0 X+7=0
g) x=0 h) 2x-1_y+5 _, -
J 2 2 [
y=4
D00 Lax=T _ys3_1-2 j) .:["z'f‘i::;
: cde % 5 =
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SOLUCIONES

1a) b)
Ecuacionvectorial: (x,y,z)=(2,31)+4(5,4,7) Ecuacion vectorial: (x,y,z) =(2,0,-3) + 1(-2,31)
X=2+51 X=2-24
Ecuacionesparamétricas :<y =3+44 Ecuacionesparamétricas:{y =31
z2=1+71 z2=-3+4
Ecuaciéncontinua: X=2 - ¥=3 _2-1 Ecuaciéncontinua: 2 =2 =Y 743
5 4 7 _2
. . 4x-5y =-7 . . X+2z=—4
Ecuacionescartesianes : Ecuacionescartesianas :
7x-52=9 y—-3z=9

c) d)
Ecuacionvectorial:(x,y,z) =(54)+ 4(4,0,-1)
x=1+41
Ecuacionesparamétricas :{y =5
z2=4-1
x=1 z-4
Ecuaciéncontinua:{ 4 -1
y=5
Ecuacionescartesianas : {);“152 i

e)

f)

Ecuacion vectorial: (x, Y, z) = (2,31 + 4(-1,2,3)
X=2-1

Ecuacionesparamétricas :1y =3+ 21
z=1+31

Ecuaciéncontinua: {X;lz = yT—S

2-1
3
2X+y =7

Ecuacionescartesianas :
3X+z2="7

22) P=(0,21) v=(-32-1)
c) P=(2,0-2) v=(-131)
e P=(-130) v=(11
55 "~
g) P=(0,4,0) v=(0,0,)

i) P=(§,—3,1) V=(2,-2,-5)

Ecuacion vectorial: (x, y, z) = (-3,1,0) + 2(0,1,0)
%="53
Ecuacionesparamétricas :qy = 4
z=0
X=-3

Ecuaciéncontinua :{

X=-3

Ecuacionescartesianas :{ 5
y =

Ecuacion vectorial: (X, Y, z) = (2,31) + 2(0,3,4)
x=2
Ecuacionesparamétricas :<y =3+31
z=1+44
X =
Ecuacioncontinua: ¢ y—3

iy
3 4
X=2

Ecuacionescartesianas :
4y-3z=9

b) P=(012) v=(234)

d) P=(4,0,4) v=(-32-4)
f) P=(0,00) v=(10,-1)

h) p— (%,75,73) v=(L-5])

j) P=(016) v=(1,-2-3)
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4.4. ECUACION DEL PLANO.

DEF: Sea A=(a;,a,,a,)unpunto, u=(u;,u,,u,)yv=(v;,V,,V,)dos vectores distintos

del 0 y con dir(u) = dir(v) El PLANO QUE PASA POR A Y TIENE DIRECCION [u, v]es el
conjunto de infinitos puntos:

H:{QGA3/EIA,;16R/Q:A+/I-G+,L1\7} (1)

INTERPRETACION GEOMETRICA.

La expresidn AU + uV, nos da todos los vectores que se pueden formar con mdltiplos de U y

V (espacio generado por U y V). La'suma de un punto mas cada uno de esos vectores nos da
los infinitos puntos del plano.

A+doutpy

ECUACION VECTORIAL.

Si enla férmula (1) escribimos (X, Y, Z) para expresar las coordenadas del punto Q, tenemos:

(X,Y,2) = (a3, a,,a;) + A (Ug, Uy, Uy ) + 2(Vy,V,,V;) (2)
ECUACIONES PARAMETRICAS.

Si en la férmula (2) igualamos cada componente por separado:

X=a, +Au, + v,
y=a,+Au, + v, (3)
Z=a;+ AUy + v,

ECUACION GENERAL.

Eliminando los parametros A y i, es decir, despejando A en una ecuacién y sustituyendo en
las otras, y haciendo lo mismo con /¢, tenemos:

Ax+By+Cz=D (4)
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PROP: En la situacion anterior, la ecuacion general del plano la podemos obtener también
haciendo:

X—a, u Vv,

y-a, u, V=0

Z—a;, Uy Vv,
VECTOR NORMAL.

DEF: Decimos que un vector N es NORMAL a un plano si es perpendicular a dicho plano.

=
=]

T

PROP: Si AX + By +Cz = D es la ecuacién general de un plano I1, entonces nii = (A, B, C)
es un vector normal a ese plano.
Andlogamente, la ecuacion del plano que pasa por el punto (a1 . U , O )y es perpendicular al

vector N = (A, B, C)es:

Ax+By+Cz = Aa, +Ba, +Ca,

EJEMPLO
Plano que pasa por el punto 4 = (4,—1,7) y tiene direccion [(5,3,2); (1,0,—2)]

Podemos dar “directamente” la ecuacién general:

-4 5 Wl
y+1 3 0|=0———-6(x—-4)+12(y+1)-3=—-7)=0&
. X 2 \% por adjuntos

— »2x —8—4y—4+7z—-7=0¢& Ecuacion: 2x—4y+z=19
simplificadndo por (=3)

Ademas tenemos el vector normal o perpendicular: 71 = (2,-=3,1)
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4.5. POSICION RELATIVA.

a) RECTA-RECTA
Sean ry s dos rectas del espacio, expresadas en ecuaciones cartesianas:
Ax+By+Cz=D, AXx+By+C,z=D,
r S
Ax+B,y+C,z=D, A,x+B,y+C,z=D,
(1)

Planteamos el sistema de los puntos en comin'” arys:
Al Bl C:l Dl

AM _ AZ BZ CZ DZ
A3 B3 CS D3
A4 B4 C4 D4

Resolvemos (por el método de Gauss). Entonces:
- Si el sistema es Compatible Indeterminado, r y s tienen infinitos puntos en comun, y las dos
rectas son iguales.

- Si el sistema es Compatible Determinado, r y s tienen un unico punto en comun, y las dos
rectas se cortan en un punto:

- Si el sistema es Incompatible, r y s no tienen puntos en comin. Hay dos posibilidades:
J * X%

g, O\ *1*
a) A, = Que son dos rectas paralelas:
NS T PR P
0 0 00
ﬁ_fr
/ ¥y _ — =
7
gy
1.
D * * | %
0 u *|*
b) A, = Que son dos rectas que se cruzan
b A=l g e q
0 0 0|0
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Observacion: Si las rectas estan en cualquiera de las otras formas(vectorial, paramétricas o
continua), es facil obtener un punto de cada una de ellas: P,y Q,, y sus vectores directores: v, y
Vs respectivos.
Entonces podemos estudiar la posicion relativa asi:
- Siv,y v, tienen la misma direccidn (son proporcionales):

- P.estdens, entoncesr=s.

- P.,noestd ens, entonces ry s son paralelas.
- Siv,y v no tienen la misma direccion (no son proporcionales):

- Det(P.Q,,v,,Vv,) =0, entonces ry s se cortan en un punto.
- Det(P.Q,,v,,v,) #0, entonces ry s se cruzan.

b) RECTA-PLANO
Sea r una recta de ecuaciones cartesianas:

r{AlX-l- By+C,z=D,
Ax+B,y+C,z=D,
ITun plano de ecuacién general:

I :Ax+By+C,z=D,

Planteamos el sistema de los puntos en comun ary IT:

Al Bl Cl Dl
A, =|'A/ B,y C,|D,
A3 BS C3 D3

Resolvemos (por el método de Gauss). Entonces:
- Si el sistema es Compatible Indeterminado, r y I7 tienen infinitos puntos en comtin, r esta
contenida en . I7

Ir

- Si el sistema es Compatible Determinado, r y I7tienen un unico punto en comtun, y se cortan
en un punto:

- Si el sistema es Incompatible, r y s no tienen puntos en comun. r es paralela a I

r
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Observacion:

Si v, es el vector director de la recta r, P, un punto de ella y n; es el vector normal al
plano I7Entonces:
- Siv,y ngson perpendiculares, es decir: v, en; = 0:
- P, esta en I1 entonces r contenida en 11,
- P.noestd en I entonces r es paralelaa I
- Siv,y n; noson perpendiculares, es decir: v, en;# 0:
- ry ITse cortan en un punto.

c) PLANO-PLANO.
Sean IT, :Ax+B,y+C,z=D, y I, :A,x+B,y+C,z=D, las ecuaciones generales
de dos planos, entonces:
B C, D
-Si A G _De @ entonces IT; = I,
AZ BZ CZ D2

B D
- Si s =—Lli= A #—L110 ‘entonces IT; y I son paralelos
AZ BZ CZ D2
¢ W SN
I -
I

- Si no se cumple ninguna de los dos condiciones anteriores, I1; y I1, se cortan en una recta r
En este caso, las ecuaciones cartesianas de la recta r son:

; Ax+ByYy+Ciz =D
AXx+B,y+C,z=D,

Es decir, juntar las ecuaciones de Il y I,

(1) Cuando unimos las ecuaciones de dos o mds elementos(rectas y/o planos) en un sistema, las soluciones del sistema de
ecuaciones son los puntos que estdn simultdneamente en todos esos elementos.

(2) Se entiende que si alguno de los denominadores es 0,,el correspondiente numerador también tiene que ser 0.

(3) Igual que en el anterior excepto si D, es 0, en cuyo caso no es necesario que el numerador sea también 0 para que sean
paralelos.

TRES PLANOS
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Para estudiar mas de dos elementos, en general, se estudian dos a dos. Sin embargo, haremos
una excepcion con el caso de los tres planos, pues nos sirve para interpretar geométricamente

los sistemas de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas:

3 Planos Iguales:
Rango A=Rango Am=1

2 planos iguales y el otro paralelo:
Rango A=1, Rango Am=2

3 Planos paralelos:
Rango A=1, Rango Am=2.

2 Planos iguales y el otro lo corta:
Rango A=Rango Am=2.

-
- - ]

3 Planos se cortan en una recta:

Rango A= Rango Am=2.

LM&

2 Planos paralelos y el otro los corta:
Rango A=2, Rango Am =3.

Los 3 planos se cortan 2 a 2:
Rango A= 2, Rango Am=3.

Los 3 Planos se cortan en un punto:
Rango A= Rango Am=3.

Nota; Observa que si descartamos planos iguales y paralelos solo quedan tres casos :
S.C.D.: Los tres planos se cortan en un punto. “La esquina”

S.C.L.: Los tres planos se cortan en una recta “La puerta giratoria”

S.I. : Los planos se cortan dos a dos. “La tienda de campafia”.
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4.6 Angulos.

a) RECTA-RECTA
Sean ry s dos rectas del espacio, v, y v; sus vectores directores respectivos y. Entonces:

|Vr 'VS|

|Vr| ) |VS|

COoSa =

Observaciones
1. Se considera el dngulo por el camino mds corto.

2. No es necesario que las rectas se corten. Si ry s se cruzan, entonces el dngulo entrery s es
el angulo entre ry cualquier paralela a s (t) que corte con s.

b) RECTA-PLANO
Si v, es el vector director de la recta r, n;zes el vector normal al plano I1y a es el dngulo que
forman ry I, entonces:

|Vr 'nl'l|

sena =Cosf = |v ||n |
r IT

Observacion.
En esta férmula aparece el sena, pues estamos buscando el complementario del dngulo f que
forman v,y np.
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c) PLANO-PLANO.
Sean n; y n, los vectores normales a los planos I1; y 11, respectivamente y a el angulo que
forman dichos planos. Entonces:

n, - n,|

CoSa =
Iny| - [, |

Observacion.
El angulo que forman dos planos es el mismo que forman sus perpendiculares.

4.7 Distancias.

a) PUNTO-PUNTO.

DIST(A, B) = | AB| = +/(b, =) + (b, —&,)2 + (b, — &)’

b) PUNTO-RECTA.

Sea P un punto y r una recta. Si Q es un punto cualquiera de ry v, su vector director, entonces:

|PQ /\Vr|

V.|
Observacion:
La distancia de un punto a una recta se considera como la distancia minima de dicho punto a
los puntos de la recta. Este mismo criterio lo seguimos en las férmulas sucesivas.

DIST (P, r) =

c) PUNTO-PLANO.

Sea P un punto y IT un plano.
Si P=(p,, p,, P3) v laecuacién general deITes Ax+By +Cz + D =0, entonces:

|A-p,+B-p, +C-p, +D|

VA% +B?+C?

DIST (P, IT) =
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d) RECTA-RECTA.

El calculo de la distancia entre dos rectas depende de la posicidn relativa entre ellas.

-Sir=s,orysse cortan en un punto, entonces: |DIST(r, s) =0.

-Sires paralelaas, y P esun punto de r, entonces |DIST(r, s) = DIST(P, s)
férmula de la distancia de un punto a una recta.

, ¥ hay que utilizar la

- Si ry s se cruzan, P es un punto de r, Q un punto de s y v, y v, los vectores directores
respectivos, entonces:

' |Det(PQ,v, ,v,)|
n g~

DIST (r,s)

Observacion:

En la practica, basta ver si los vectores directores tienen la misma direccion o no.

Si la tienen actuamos como en el caso de rectas paralelas; si las rectas son la misma, la
distancia nos dara 0.

Si no la tiene actuamos como en el caso en que se cruzan; si las rectas se cortan, el
determinante del numerador de la férmula serd 0, y ya no hace falta calcular el denominador.

e) RECTA-PLANO.

- Si r contenida en IT 6 se cortan en un punto, entonces la distancia es 0.

- Si r es paralela a IT, hallamos un punto de r y usamos la formula de la distancia PUNTO-
PLANO.

f) PLANO -PLANO.

- SiIlI; =TI, 6 se cortan en una recta, entonces la distancia es 0.

- SiIl; es paralelo a II,, hallamos un punto de IT; y usamos la férmula de la distancia PUNTO-
PLANO.
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5.FUNCIONES.

5.1 Conjuntos numéricos

F f

N Naturales
. Z  Enteros<¢ 0 Cero
@ Racionales ,
_ R Realesq Enteros negativos
C Complejos< , ,
Fraccionarios
Irracionales
[maginarios

Numeros Naturales: Son los nimeros mas simples de los que hacemos uso, se denotan
por M y estan formados por los numeros 0,1,2,3,4,5...

N={01,234,.}

Numeros Enteros: la insuficiencia de los niumeros naturales para contar deudas o
temperaturas por debajo de cero lleva directamente a los numeros enteros. Se
denotan por Z: y estan formados por los niumeros naturales, sus inversos aditivos y el
cero. El conjunto de los nimeros enteros incluye a los naturales, NCZ.

Zi= [p—3,—2 -1,0,2,3.4, .}

Operaciones en 7

Sumay resta
Vamos a recordar con algunos ejemplos corno se suma y se resta en el conjunto
de los nUmeros enteros:

8+(-5)=3
6-(-4)= 10
-5+ (-3).=-8
-10-(-3)=-7

Producto vy cociente

Al multiplicar y dividir nimeros enteros hay que recordar que ocurre con los
signos:

+ operado con + = +

+operadocon- = -

- operado con + = -

- operadocon -= +
Estos criterios se seguiran conservando al pasar a trabajar con nimeros de los
conjuntos superiores.
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Numeros Racionales: la insuficiencia de los numeros enteros para denominar partes
de unidad lleva directamente a los nimeros racionales. Se denotan por Q y son todos
aquellos que se pueden expresar como cociente de dos enteros.

@={$=§:p,qEZ,q%0}

Expresion decimal en @

Para pasar de fraccion a decimal basta con hacer la division del numerador entre el
denominador. Pueden darse los siguientes casos, segin sea la expresion decimal
resultante:

El nimero es un entero. Si el numerador es un multiplo del denominador.

Por ejemplo: i—z =4
Expresidon decimal exacta: Si tiene un numero finito de decimales.

Por ejemplo: g = U5
Expresion decimal periddica pura: Si tiene un numero infinito de decimales que
se repiten. La parte que se repite se llama periodo.

Por ejemplo: 1% = 0.545454 ... = 0, 54. El periodo es 54.

Expresion decimal periédica mixta: Si tiene un niumero infinito de decimales que

se repiten a partir de una cierta posicion decimal. La parte que se repite se llama
periodo y |la parte decimal previa al periodo se llama anteperiodo.

Por ejemplo: 115 = 0,26666 ... = 0,26. El periodo es 6 y el anteperiodo 2.

Reciprocamente, todo nimero con un desarrollo decimal, de los tipos anteriores,
puede expresarse como fraccion.

Operaciones en @
Sumay resta de fracciones:
a \ci Nad % be

4]
Producto y cociente
a ¢ _ ac il R
b d bd .0 A\
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Numeros Irracionales: Se denotan por 1 y son el conjunto de los nimeros con infinitos
decimales, no periddicos. Estos numeros no se pueden escribir exactos usando
decimales, por lo que se utiliza alguna letra o simbolo de operacién para expresarlos.
Cuando queremos usar estos numeros en “la vida real” tomamos tantos decimales
como necesitemos. Los mas famosos son:

El nUmero pi: m = 3,1415926 ...

El numeroe: e = 2,71828...

Las raices no exactas, por ejemplo. V2 = 1,4142 ....

Numeros Reales: Es la union entre el conjunto de los numeros racionales y los
irracionales

R=Qul

Este es el conjunto de numeros que usaremos habitualmente en este curso.
Numeros Complejos: Se denotan por (C. Definimos el nGmero. 2 para poder trabajar
con raices de nimeros negativos: ¢ = v'—1. Todos los nimeros complejos tienen la
forma (forma binémlica):
z=a+Mh ,donde @y b son nimeros reales.
Suma :

z+w=(a+b)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
Producto:

2w =(a+bi)(e+di) = ac+ adi + chi + bidi = (ac — bd) + (ad + cb)i
Cociente:

z. a+bi (a+b)(c—di) ac+bd bc—ad,

I\ Crd\ (c+raNc—d® et Jer ol

Tenemos otra forma de representar y operar con los numeros complejos (forma polar),
interpretdndolos como vectores.
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5.2 Numeros Reales
Representacidn grafica.

“Dibujamos una recta, elegimos un punto origen, y una unidad. Entonces, para cada
punto de la recta existe un numero real y viceversa.”

n

-0 1 0 i 1 2 3 +00
Subconjuntos de [R
Intervalos y semirrectas.

Un intervalo es un subconjunto de la recta, comprendido entre dos puntos fijos llamados
extremos.

Ejemplo de Intervalo: | = [a, b], donde a es el extremo inferior del intervalo y b es el

extremo superior del mismo, ademas a < b

Tipos de Intervalos

cerrado [a,b] ={z €R : a <z <b} a b
abierto (a,0)={z R : a<z < b} a b
semiabierto o semicerrado | [¢.b) ={z€R : a <z < b} a b
semiabierto o semicerrado | (a,0| = {z €R : a <z < b} a b
semirrecta cerrada [a,+x)={z €R : z > a} a
semirrecta abierta (a,+x)={z€R : o a} a
semirrecta cerrada (—00,b] = {z € Rg#'z <b} b
semirrecta abierta (=ooyb)y={r € R: v < b} it b
recta real {—Cc,.F0)—=R

Puntos aislados.

En ocasiones queremos referirnos a uno o varios puntos aislados. Usamos un simbolo de
llave:

Por ejemplo:

{a,b.c}

Qs
ore
™oy
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5.3 Polinomios.
Definicidn: Un Polinomio de grado n es una expresién del tipo:

P(x)=a x"+a X" +..+aXx+a,

donde n18n-1- 8,8 €R,(son  ndmeros) que llamamos coeficientes, a, #0 y

es una letra (que representa nimeros desconocidos) que llamamos incégnita o variable.
Ejemplo: P(x) = 5x3 + 3x? — 2x — 6 es un polinomio de grado 3.

X

Operaciones con polinomios.

Suma/resta.

Para sumar( restar) polinomios, sumamos(restamos) entre si aquellos monomios que
tengan la misma potencia.

Por ejemplo, consideremos los polinomios

P(x)=3x°+2x>-5x°+6 y Q(x)=8x> +3x°-x- 4

El polinomio resultante de la suma P(x) + Q(x)= 3x”+ 10X’ - 2x° - X + 2

Fijate, aquellos monomios cuya potencia aparece solo en un polinomio, los hemos copiado
y hemos sumado aquellos monomios que tenian el mismo grado:

2x% +8x° = 10x°

5%+ 3x° =-2X°

6-4=2

Producto:

Para multiplicar dos monomios, multiplicamos los coeficientes y sumamos las potencias de
X:

Ejemplo: 5x* - 4x3 = 20x’

Para multiplicar dos polinomios, multiplicamos cada monomio del primer polinomio por
cada polinomio del segundo. Luego sumamaos aquellos monomios con el mismo grado.

Ejemplo:
P(x) “W2x2-8p Q(x)E 2xil- 3xki% ¥ x
Se multiplica cada monomio del primer polinomio por todos los elementos segundo
polinomio.
P(x) - Q(x) = (2x? - 3) - (2x> - 3x%> + 4X) =
= 4x° — 6x* + 8x® — 6x> + 9x? - 12x =
Se suman los monomios del mismo grado.
= 4x° — 6x* + 2x® + 9x® - 12x
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Division:

Veamos la division de polinomios con un ejemplo:
Sean:
P(x) = 2x> + 2x> -x - 8 Q(x) =3x> -2 x+1
Vamos a calcular: P(x): Q(x)
A la izquierda situamos el dividendo. Si el polinomio no es completo dejamos huecos en los
lugares que correspondan.

x5 +2x7 -x-8 | %% -2 +1
A la derecha situamos el divisor dentro de una caja.
Dividimos el primer monomio del dividendo entre el primer monomio del divisor. x5 :x2 =
x3
Multiplicamos cada término del polinomio divisor por el resultado anterior y lo restamos
del polinomio dividendo:

x + 23 -x -5 | FE 2~ +1
=%+ 2ot 27 3
F =% -3
Volvemos a dividir el primer monomio del dividendo entre el primer monomio del divisor.
Y el resultado lo multiplicamos por el divisor y lo restamos al dividendo. 2x4 : x2 = 2 x2

b & + 2u® -x -8 | 3" -2x +1
=%+ Dt w4 2a®
=+ B i -x -8

- 2x* A - 2o
SxM-2 B - TS
Procedemos igual que antes. 5x> : x> =5 x
2

53 Tl -x -8 | %% -2x¢ +1
EVERNENERIgE. X%+ 2% + Sx
2t + x? -x -3

=2t T = 2t
Ex*-2 x2- x-8
-5x% +10x% - Bx

S -0 -3
Volvemos a hacer las'mismas operaciones. 8x*>: x> = 8
x5 + 2 ® —%==8 | %% -2x+1
—xT 4 2wt - 8 %+ 2%% 4+ 5% + 8

2%+ w0
—2xt 4 A - 2x7

5x% -2 xBP- x
-5%% +10x% - 5x

8x*-6 x-8

-8x2+16x -8

10 - 16

Cociente: x® +2x%2 + 5x + 8. Resto: 10x — 16

UNED. Matematicas. 76



A@ADEMI A

Guiu

EJERCICIOS.

1. Calcular y simplificar:

a) (X—1]{X2+x)2_[xs—5X4+X3—X2J' (SOlZ 8)(4—2)(3)
b) (X+1)(3x% +2)-2(X* - x° +2X% - 1) (sol: ya . gx® s x?+dx+4 )
) (2x -3 —(2x7 + ax+1)(x -2) (s01: 50, 4x2_syn1)

2.- Halla el cociente y el resto de cada division:
a) (—2x'+3x" —2x+3):(x* —2x+2)

b) (—x*+2x" —x+2):(x+2)

c) (2x*-7x*+3x*—1):(x*+2)

d) (-3x*+6x"+x-2):(x~1)

e) (2x* -3x" +2x* —x +1): (X’ —2x +1)

f) (2% -3x" +2x-1):(x +2)
soluciones:

Cociente = — 2X° —x+ 2 Cociente = —x* + 2x* —2x+ 3

Cociente = 2x% —7x —1
Resto = 4x —1 Resto = 4

Resto = 14x + 1

Cociente = 2x° —3x + 4 Cociente = 2x* - 4x” + 5x° —10x + 22
Resto—= —6x°+ 10x =3 '/ Resto=-45

Cociente = — 3x° — 3x° + 3x + 4
Resto =2

Ecuaciones polindmicas. Descomposicion en factores.
Ecuaciones de- primer grado con una incognita

En estas ecuaciones hay una sola incognita y su potencia es siempre la unidad. Los pasos a
seguir para su resolucién se muestran en los siguientes ejemplos:

- Ejemplo 1:

2x+5-8x+4-3=3x-5+4x-2

Se colocan en un miembro de la ecuacion todos Los términos que contienen la incégnita y en el otro
miembro todos Los numeros:

2x-8x-3x-4x=-5-4+3-5-2
Se realizan las sumas y restas en cada miembro:
-13x=-13

Siempre que la incognita nos quede negativa, se multiplicara toda la ecuacion por -1 (lo que equivale a
cambiar los signos en los dos miembros):

13x=13

Se divide por el numero que multiplica a la incégnita toda la ecuacion, consiguiéndose asi la incognito
despejada:

-Ejemplo 2:
8(x-1)-5(x-2)=-2(x-4)+7x
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En este caso se deben deshacer los paréntesis y nos encontraremos con una situacion similar a la del

ejemplo 1:

Bx-8-5x+10=-2x+8+7x

8x-5x+2x-Tx=8-10+8
6

-2x=6 ; 2x=-6 ; x=-§=-3
-Ejemplo 3:

2x+1 3x+2 5% 4x-3

5 2 10

En este caso debemos buscar el m.c.m de los denominadores (0 en este caso) y transformar cada

fraccién:

2(2x+1) 5(3x+2) _105x 4x-3
10 10 P, 10
Se multiplica toda la ecuacion por el m. c. m, con lo que se eliminan todos los denominadores

2(2x+1)-5(3x+2)=50x -4x+3
4x+2-15x-10=50x-4x+3
4x-15x-50x+4x=-2+10+3

-57x=11; §7x=-11; x=-1L
57

Ecuaciones de segundo grado con una incognita

Son ecuaciones en las que la incégnita se encuentra elevada al cuadrado.

Tienen la forma: ax? + bx + ¢ = 0. A los nimeros a, b y c se les llama coeficientes de la
ecuacion.

Para resolver este tipo de ecuaciones se debe aplicar la formula:

o —by/b?dac
2a

Se llama discriminante de la ecuacién a: d = b? — 4ac. Dependiendo del signo del
discriminante nos podemaos encontrar con los siguientes casos:

*Si d >0 laecuacién tendrd dos soluciones reales.

*Si d =0 laecuacién tiene una solucion real doble.

* Si d <0 la ecuacion no tiene solucidn en los numeros reales (aunque tendra dos
soluciones complejas).

Descomposicion en factores segun las soluciones de la ecuacion.

Soluciones de la ecuacidn Descomposicidon de
ax*+bx+c=0 P(x)=ax*+bx+c
Dos soluciones ®; 1 %; P(x)=alx—%;) (X —a,)

Una solucién doble P(x) = a(x —o<,)?
Sin soluciones reales No se puede descomponer
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Ejemplos:
-Ejemplo 1:
2x%-x-1=0
I 4.
. (- (-1)*-42(-1) _1+/1+8_1+/9 143 - 4
' 22 4 4 4 ~2_ 1
4 2
Descomposicion: 2x2 —x —1=2+(x = 1) - (x + %)
-Ejemplo 2:
4x?+4x+1=0
. 42441 45 /16-T6_ 4:/0_—4:0_ 4 1
' 24 8 8 8 8 2

Descomposicion: 4x? +4x+ 1 =4 (x + %)2
-Ejemplo 3:

4x*=4x+5-0

S a2 . |f o
e ‘/;(::) 443 3% 186 50_%. g il no tiene solucion en los nimeros reales.

No se puede descomponer en factores.

Ecuaciones de grado mayor que 2. Método de Ruffini.

Aunque existen formulas para la resolucién de ecuaciones de 32 y 42 grado, su complejidad es tal que
no se suelen utilizar en la practica.
Nos conformaremos con buscar las soluciones que sean nimeros enteros.

Método de Ruffini.
Es un método para hallar por tanteo las solucione enteras de ecuaciones de grado mayor o igual a 3.
Esta basado en la propiedad:
“si un nimero entero es solucion de una ecuacién polindmica, entonces es un divisor del término
independiente”
Esta propiedad ‘limita las posibles soluciones, y hace factible el método.
Veamos como es con un ejemplo:

4 3 2
Ejemplo: Factorizar X —4X™ —X" +16x-12
Se aplica la regla de Ruffini, probando los divisores del término independiente, en este caso de 12. O
sea que se pruebaconl,-1,2,-2,3,-3,4,-4,6,-6,12 y-12
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Probemos con 1:
Se copian los coeficientes del polinomio:

1 -4 -1 16 -12
Y se escribe en una segunda linea el nimero uno
1 -4 -1 16 -12

1 ‘

El primer coeficiente se copia abajo en una tercera linea
1 -4 -1 16 -12

Se multiplica ese coeficiente, uno (1), por el nimero que estamos probando, en este caso también
uno (1), o sea uno por uno = uno-(1). Este uno se escribe debajo del siguiente coeficiente, o sea del -4

1 -4 -1 16 -12
1 1l
1
Se suma —4+1=-3
1 -4 -1 16 -12
1 1
1 -3

1 -4 -1 16 -12
1 1 -3
1 -3

Se suma —3-1=-4 y asi sucesivamente

1 -4 -1 16 1)
1 1 -3 -4 1)
1 -3 -4 12 0

Como vemos la ultima suma ha dado cero. Eso quiere decir que 1 es una raiz del polinomio y que nos
sirve para factorizar.

Si hubiera dado distinto de cero habria que seguir probando los demas divisores de 12.

Los coeficientes que han quedado en la tltima fila, en realidad son los coeficientes del cociente de
dividir el polinomio entre(x — 1).

Por lo tanto

X —4x® —x? +16x—12 = (x=1)x¢ =3x? —4x+12)

De hecho ya hemos factorizado el polinomio, pero el segundo factor de tercer grado hay que intentar
seguir factorizando, de nuevo por la regla de Ruffini.
Aplicando sucesivas veces esta regla queda:
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1 1 -3 -4 12
1 -3 -4 12 0
2 2 -2 -12
1 -1 -6 0
-2 -2 6
1 -3 0

Como las raices son, 1, 2 y -2 y el dltimo cociente es x-3
La factorizacion final es:

x4 —4x% —x? +16x—12 _ (x=1)x—2)(x + 2)(x—3)

Si en las sucesivas pruebas no encontramos ningun resto cero, quiere decir que el polinomio no se
puede factorizar dentro de los numeros enteros, pero si hemos llegado hasta un factor de 22 grado, lo
podriamos terminar por la férmula de la ecuacion de 22 grado.
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EJERCICIOS.ECUACIONES DE PRIMER GRADO.

Fesclver las sizmentes scuaciones:

01- 4x-1=7 (Sol. x=2) 02- 2—Sv=12 (Sol. x=-2)
03.- 4—3x=4 (Sol. x=0) 04- 11=5+4x (Sol. x=3/2)
05.- 21-Tx=0 (Sol. x=1) 06.- 13x—5—6x=0 (Sol. x=2)
07- 6—x=3—dx (Sol. x=—1) 08 Jx—5+x=1+3x—6 (Sol. x=2)
05.-1-8x+5=11-3x (Sol. x=-1} W= dx+2x=2x+]1+bx (5ol x=1)
11.- 2x+8-0x=T+2x-2 (Sal x=1/3) 12.- 10-152+2=10x+5-11x (Bal. x=1/2})
13- 3—(1-6x)=2+4x (Sol. x=1) 14.- 3r=1)—4x=5=(x+7) (5al. No tiena)
15.- 2x-2j x—l:-75=4—3Lx—1'fl (ol x=-2)
16.- 5( 2x—3)-Bx=14x-3{dx + 3 (Sol. Es wna ideniidad )
17.- 3{x<2)- 5( 20 =) - 2 3x-+4)+10=0 (Sol. =1413)
18 -Sx— 3| 3x—8)=25-3(3x+1) (Sel. x=1)
19.- 34z -1j=2(5x=3)=11-2x (Sol. x=2)
20.- 5-2=3x-16 (Sol. x=6)
21 - x—§=h—§ (ol x=1/2)
32-5—%=% (Sol. x=4)
p X x_3 (Scl. x=10)

8 4
24 T_l _x_3 (Sol. x=-2/3)

2 8 4
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35Xyl x 3x. 8 (Sol. x=10)
2 56 10 15
'3.5._f_l+i+l=£—l i(Sol. Es uma identidad )
3 6 04 2 04 '
-~ x x x_Ix _ _
7 _E_i+€= :i+,- %ol x=1)
22432 (Sel. x=2)
2 4

-5
M. ox— = =4 (Bol. x=2)
30- "; T"';! = y=3 (Sol. x=T7)
;) 8 1—% : .1-—3’”_:'* ol x=025)
gl¥l xtl §
32.- T -l b (Sol. x=11)
o | 1 J—x Q-1 _
33.- & V3 (5ol x=1)
34 3.1*‘—_'-'_11'—1=5.ro ol x=1)

3 3 15

- ¥
35.- 10 S Wy (Sol. x=3/3)

A
. X TR x .
_"IE.-E— 3 _E 5ol x==2)
3.-53x=6-3x (Sol. x=3/4) 38.- 4=2x =6x (5ol x=1/2
39.- 2x-15=-3x (Sol. x=3) 40.- 3x =4x-13 (5ol x=13)
41-12+ 3x =5x i(Sol. x=6) 42-14-3x=4x (ol x=2)
43-18-3x=—-x (Sol. x=9) 44- -16-6x=-1x (Sal. x=—4)
45 - 4x—12 =6x+E (Sol. x=-10) 46.- 2x—T =3x-E (Sol. x=1)
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47 5x+12=2x-21 (Sol. x=-11) 48 - Gx—4=1x+2 (Sal. x=12)

49 7-3x =6x-20 (Sol. x=3) S0-104+2x =6x+2 (ol x=2)
5l.- 3{x—ﬁ}=2|x—4] (Sol. x=10) 52- 7|1‘-]E]=3-::x—1-1-] (S0l x=21)
53- x+2(3x-1)=3x-2) (Sol. x=-1)
M-12-[{x-4)=6+x (5ol x=35)
35.- 4 11'—1; = _‘-;IJ—I]—'.E (Sol. x=-9)
G- 5-212x-3) =4I':—:'I %ol x=13/8)
578 3 x+1)7 3 Ix+l (Sol. x=3)
58- 2(x=1)-3(x=2)=x+6 (Sol. x=1)
59.- -l‘f.t—ﬁjl—?lﬂx—-l} = G—x (Sol. x=35)
x 3y
X 2 A
Gl.- E+.r=?—-'3 (Sol. x=13)
go. Xoxpx_dx 1 Sol. x=2
73 AN G y=2)
. X Myox 9 v
ﬁ_'l.- E_F—E_E I;:EEIl I—_]. _'l]
dx Sx _ . X
E4_T_?_2 3 (Sol. x=9/2
] 7
EE.- x—; =#—% |:EI|:I|. :'I:=_1_':|
ﬁ a =
x x x 11
67 - —3_x+i=4_:1'—f iSol. x=2)
4 10 5 2
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(Sol. x=15/2)

69 - ":3+Lx'1 =4 (Sol. x=34/5)
R
ﬂc_%_l:j = -] (Sol. x=-5)

ﬂl-%ﬁ’-'El_J, (Sol. x=37/5)

73 "‘:_“';:_":3 =§ (Sol. x2—113/11)

*’;1 ’“’;;_-"TE £ 5 (ol x=203/29)
74 x;f _10 5*‘231 (Sal. x=-79/14)
5.- 1—1—";‘}'—"';3 =1 (Sel. x=6/5)

. -‘;3_%=1_4_T (ol x=6)
%_T_T%% (Sl x=6)
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ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.

0L- 4x" +8x+3=0 02- x° +4x+3=0 03.- 2x* -5x-3=0
04.- 3x* +4x+1=0 05.- x° —x-2=0 06.- 2x* —Tx—4=0
07.- x* —5x =0 08.- 2 -25=0 09- x* =2x-8=0

10.- x* +6x+15=0 - 2" —6x+9=0 12.- 4x" +11x-3=0

13- 2x" —3a+1=0 14=%"+3x =0 15 x* —49 =0

16.- x* —13x+42=0 17- 2 +4x48=0 18- 25— Tx-15=0

19.- x* +dx#4=0 0- 2x* —1lx+5=0 21 6x" —x—1=0

22 B +2)x+4)  23- ?’-1‘—% = Ix 245 (Ix-L1=2x)={3-x)(x-2)
g x| 1 s fx 1 B2k

Eﬂ.- 2."1 _E_T—}'I:_i ZE' 5 _E—i_—

i 3
k.2 s iy Rk
T ; - Pl ox Ix" N Bx
2T- {33 ) x =1 2x +1){ x+1] _'-'3.-T= —

29 g —x=2)jx +2) =2{%=2) 302

-1 x-5_ x4+
2 £ 3

3l-
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SOLUCINES

I:I?.- k| =|:| . e

10.- No tiene

g

-

li= x=3 doble

I4- X = :hxi:_j

17.- No tieme

20 x =5, x!=%
23-x=0 x,=2
26. X] =l_:_ . X3 =_‘%

A@ADEMI A
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03.- =3, x,=-

N =—,

24- =1, x,=-1
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METODO DE RUFFINI.

Descomponer en factores de primer grado los siguientes polinomios:

a) p(x) =x®+5x*—x-5

b) p(xX) =x* +4x® —x* -16x-12
o) p(x) =x°+3x* —4x-12

d) p(x) =x*—2x* —4x+8

e) p(x) =x*—3x*+4

f) p(x)=2x" —7x> +9x* —5x +1

SOLUCIONES

a) pX)=(x-=2-(x+1D-(x+5)

b) p(X)=(X+2)-(X—2)-(X+2)-(X+3)
c) p(X)=(x—2)-(x+2)-(x+3)

d) p(x)=(x=2)* - (x+2)

e) p(x)=(x=2)* - (x+1)

f p(x)=2~(x—1)3.(x—;)
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5.4. FUNCIONES. INTRODUCCION.

IDEA DE FUNCION
Una funcién real de variable real, es una aplicacién de un subconjunto D de los numeros
reales, en R que a cada nimero x (origen) le hace corresponder un numero y= f(x) (imagen).

fiD SR—— R
x — f(x)

Al conjunto D le llamamos Dominio de f{x). Lo representamos por Dom f(x)

EJEMPLOS:
1) Una sucesién es una funcion cuyo dominio es N, por-ejemplo:
fm)=2n—-1, neN
2) Las funciones que mejor podemos estudiar, son aquellas definidas con una tnica férmula,
aunque hay algunas que necesitan mas de una:
En una determinada ciudad, el recibo mensual del agua sigue las siguientes reglas:
5 € fijos de mantenimiento de instalacion.

Los primeros 18 metros cubicos, se pagan a 4€/m3

Los metros cubicos que sobrepasen los 18, se pagan a6 €.
Entonces:
x = m2 consumidos un cierto mes. El dominio [0, +oo[
y = f(x) = Cantidad a pagar expresada en €.
Necesitamos dos formulas para expresar esta funcion. (funcion definida a trozos):
f(@ = { P+ o A ; y simplificando:
5+18-4+(x—18)-6, six>18 / '
54 4x, 0<x<18
f(x)‘{ 6x —31, six > 18

3) Muchas situaciones de la vida real se pueden explicar mediante funciones, aunque no
mediante férmulas, por ejemplo:

x = momento del dia 8 de Mayo e 2009, expresado en horas. El dominio [0, 24|

y = f(x) temperatura en Moscu el dia 8 de Mayo de 2009.

TABLA DE VALORES

Son tablas que representan algunos de los valores origen e imagen de la funcién.
En los ejemplos anteriores

1) 2)

25
10| 45
15| 65

= I, I IR TR SR
[T IENEET, BE TR b
9]

251119
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3) Supongamos que se toman las temperaturas cada 4h. La tabla podria ser:

X 0 4 g 12 1e 20
y 3 -1 2 g8 10 7

O bien toméandola cada 2 horas:

0 2 4 6 g 10 12 14 16 18 20 22
y 3 1 -1 0 2 45 8 11 10 10 7 4

Y asi podriamos aumentar el nimero de datos, tomandola cada hora, o cada media hora,...
(Estos valores son inventados, no corresponden a mediciones reales)

GRAFICA
La grafica de una funcidn es el conjunto de puntos del plano:
Graf f(x) = {(x,y), tal que x € Domf (x) ,y = f(x) }
EJEMPLOS
1) En el primer ejemplo la grafica es un conjunto de infinitos puntos aislados. Como veremos
mas adelant4e, estos puntos estarian sobre una recta’, ya que la férmula que define esta
sucesion es de primer grado.
De hecho esta sucesién es una progresion aritmética de primer elemento -1y razon 2.

=]

DGR I L
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2) En el segundo, la gréfica estda compuesta por dos segmentos que coinciden en un punto .lLa
dibujamos a partir de los datos de la tabla:

135
120
105

3) La graéfica correspondiente a la tercera funcién es desconocida, pero conociendo un nimero
grande de puntos podriamos tener una buena aproximacion a su gréfica:

Co

MW s @~

%

_a_z\ﬂsmizmls:szozz

OBSERVACION

En esta ultima grafica, a partir de unos puntos conocidos, nos hemos inventado el resto de la
grafica.

En este tema aprenderemos las técnicas para obtener graficas precisas, sin inventar nada, al
menos para funciones de las que conozcamos su o sus férmulas.
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5.5. FUNCIONES BASICAS

Vamos a ver a continuacién una serie de funciones que, por su sencillez o peculiaridades, no
necesitamos hacer un estudio exhaustivo de sus caracteristicas para poder dibujar su gréfica.

Funciones Polindmicas.
Definicion: Una funcién Polindmica de grado n es una expresion del tipo:

y=f(X)=ax"+a, X" +..+aXx+a,
donde @,,a, 4,..., 8,8, €R, a, #0.

Grado 0. Funcion Constante.
y=f(x)=a

La grafica es una recta horizontal. En todos los puntos de la recta, la coordenada y =a

Ejemplo:
y=f()=3

¥=3

4 5]

Observaciones:
1.- En particular, la ecuacién del Eje X es y=0
2.- De la misma forma, x = a es una recta vertical, y x = 0, es la ecuacién del Eje Y.

Grado 1. Rectas Oblicuas.

ly=f(x)=ax+b, a=0,
@

La grafica es una recta de pendiente™™ a. Para dibujar la grafica, buscamos, siempre que sea
posible, los Puntos de Corte con los Ejes de Coordenadas:

Ejex: y=0=>Xx=—
a

Ejey: x=0=y=Db
y con estos dos puntos, ya podemos dibujar la recta.

Ejemplo:

y=1f(x)=3x+6

Puntos de Corte:

Eje X:y=0=3x+6=0=>x=-2
EjeY:x=0=>y=3.0+6=>y=6
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Grdfica:

y=3x+6

'/9 R ;l'U
Observacion:

Si b =0, los dos puntos de corte son el mismo. Para dibujar la grafica, en este caso, tenemos
que encontrar un segundo punto dandole un valor cualquieraa x y hallando y.

Grado 2.Parabolas.

‘y: f (x)=ax® + bx=+c, a;to‘

La gréfica es una Parabola:

-0 a<d Wériice
Vériice
Para dibujar la grafica de una pardbola, calculamos:
Puntos de Corte con los ejes:
) 5 —b+vb? —4ac
EjeX: y=0= ax"+bx+c=0=x= 3
a
EeY: Xx=0=y=a-0°+b-0+c=y=c
Vértice:
~b ~b)’ ~b - —b? +4ac
X=—=Yy=a:|—| +b-| — |+c= (simplificando) y=———
2a 2a 2a 4a

Observaciones:
1.- Dependiendo del signo de b? —4ac, la pardbola puede tener 2 puntos de corte con el
Eje X, un Unico punto de corte con el Eje X (que coincide con el vértice) 6 ningun punto de

corte con el Eje X.
2.- Para no tener que recordar la férmula del Vértice, podemos aplicar la teoria general

para el calculo de maximos y/o minimos relativos:
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y'=2ax+b

2ax+b=0=x= ;—b y la coordenaday la calculamos igual que antes.
a

3.- Si con los calculos anteriores no tenemos suficiente, calculamos 2 o 3 puntos auxiliares y
tener en cuenta que la parabola es simétrica respecto a la vertical que pasa por el vértice.

Ejemplo:
y=f(x)=x*-2x-3
Puntos de Corte:
t + X, =3
EieX:y=0=x*-2x-3=0=x= Z—MZ 2+4 %
2 2 X, =-1

EjeY:x=0=>y=-3
Vértice:
x:_T_z):ljyzlz—Z-l—S:—4

Gréfica:

—

Otras curvas de segundo grado®.

La circunferencia

La ecuacién de la circunferencia de centro (a, b ) y radio R, es:
(x—a)* +(y—b)*=R*
Andlogamente, |a curva definida por la ecuacion:

X2 2y +A%EBy%C20

2 2
es una circunferencia de centro en [_é, _B), y radio R = /i+i_c y
Zon? 4 4

2 2
siempre y cuando el término — + — —C sea positivo.
Al

Ejemplo:
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X*+y>+4x-2y—-4=0

Centro: (—4,—_2j:(_2,1) L N
2 2 /./"ﬂ T
4 ' &
2 _9)2 Y

Radio:Rz\/4+( 2) —(-4)=+9=3 / ; 2\
4 4 [ 0
Graéfica: | /
5\.1 -1 Iﬁ 1 m A1

Elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas'

La curva definida por la ecuacién:

Ax*+ By?* = C, con signoA=signoB = si

gnoC,A= B

es una elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas.

Para dibujar la grafica, hallamos:
Puntos de Corte con los ejes:

Eje X : y:0:>Ax2:C:>x:i\/§

EieY: x=0= ByZ:C:y:i\/E

A los valores positivos de estos puntos de corte se les llama longitu

d de los semiejes.

Andlogamente, si conocemos la longitud de los semiejes, ay b, la ecuaciéon de la elipse es:

2 2
X
7 + Zz = l
a
Ejemplo:
4x* +9y* =36 1
. /‘_FFF_'_F -_-\_\_\\\_\_\-‘\
Puntosde corte : — ~
Eje X:y=0=4x*=36=x*=9=x=43 // 1 N
EjeY:x=0=>9y’ =36=y’ =4=y=42 .’/ \\]
Gréfica: 3 2 i up i 2 3.
\ /
\ 1 A
\ e
e
S~ o
— e —
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Hipérbola de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas

La curva definida por la ecuacién:

Ax? + By? = C, con signoA= signoB

es una elipse de centro en (0,0) y ejes propios = ejes de coordenadas.
Para dibujar la grafica, hallamos:
Puntos de Corte con los ejes:

Eje X : y:O:>AX2:C:>X:i\/§

EjeY: Xx=0=> By2 :C:y:i\E

Dependiendo del signo de C, uno de estos valores no existe, pues da la raiz de un numero

negativo.

Asintotas Oblicuas®:

La ecuacion de las asintotas oblicuas se obtiene, en este caso, cambiando C por 0y

despejando la y. Son dos rectas que pasan por el (0, 0)

Ax’ + By? =0 = By” :—szjy:iwf—gx

Ejemplo:

4x* -9y* =36

Puntosde corte:

Eje X:y=0=4x"=36=x*=9=x=43
EjeY:x=0=-9y*=36= y*=—4=No existe.
Asintotas:

4x2—9y2=0:>9y2=4x2:>yzzgxzjy:i%x;

que son dos rectas que pasan por los puntos(0,0) y (3,%2)
Graéfica:

UNED. Matematicas. 96



Guiu

Hipérbolas de Asintotas Vertical y Horizontal
La grafica de una funcidn del tipo:
ax+b

Y ) cx+d

es una hipérbola, de asintotas horizontal y vertical:

c=0

HIPERBOLA HIPERBOLA
DECRECIENTE CRECIENTE

Asintota Horizoutal

——

—— e

—_——

Asintota Vertical

Observaciones:
1. Teniendo en cuenta que a puede ser 0, la férmula de la hipérbola la podemos recordar
como:

L ) - .numero o ‘bien y=1f(x) = pr_lmergrado
primer grado primer grado

2. Que sea una hipérbola creciente o decreciente depende del signo de la derivada, sin
embargo lo podemos decidir simplemente observando alguno de los puntos de corte con
los ejes (si tiene) o alglin punto auxiliar.

Grafica:
Para dibujar la grafica de una hipérbola, calculamos:
Asintotas:
Vertical: La asintota vertical corresponde al valor de x para el que no existe y, por lo
d
tanto, igualamos el denominadora 0: [eX+d=0= X=——
C

Horizontal: La asintota horizontal es el valor de y al que se acerca la funcién cuando x
ax+b _al

se hace cada vez mayor o menor:y = lim =
x>0 CX+0 €

Puntos de Corte con los ejes:

EjeX:y:0:>ax+b:0:>ax+b:0:>x:—9
CX + a
a-0+b b
EjeY: X=0Dy=———>Sy=—
: Y= c0+d 774

Observaciones:
1.- Si a = 0 entonces no hay punto de corte con el eje X. En este caso, la asintota horizontal
es el eje X (y = 0).

2.- Andlogamente, si d=0, no hay punto de corte con el eje y, que sera la asintota vertical.
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Ejemplo:

2x -4
y=fx) =
+1
Asintotas :
Vertical: x+1=0=>x=-1

Horizontal :  lim 2)(_4:E:2zy:2
oo X+1 1

Puntos de Corte :

Ele X: Y=0:>2X_4=0:>2x—4=0:>x:2
X+1

EieY: X:03y:M3y:_4
0+1
X=—33y:m:5

Puntos Auxiliares " : 2*35”4 :
X:—5:>y:$:7:3_5

-5+1 2

Al estar los dos puntosde corte a la derecha de la asintota vertical, hallamosun par de puntosa suizquierda para poder dibujar mejor la gréfica.

114

¥=

=)
[En]
.
o

=

(1) La pendiente de una recta es un nimero que nos indica cual es su inclinacion. Si la recta "sube" (mirando de izquierda a
derecha) la pendiente es positiva, si la recta "baja" la pendiente es negativa. Podemos definir la pendiente como el incremento de
y cuando x aumenta en 1. También como la tangente del dngulo que forma la recta con una horizontal.

(2) Esto lo haremos siempre que con los puntos caracteristicos de una funcién no tengamos suficientes datos para dibujar su
grafica. En lo sucesivo, a estos puntos "normales" les llamaré puntos auxiliares.

(3) Algunas curvas no se consideran funciones pues para un valor de x tenemos dos o0 mas valores de y. Para expresar estas curvas
como funciones debemos despejar la y y nos quedan varias funciones que representan trozos de la curva.

(4) Los ejes propios de una elipse o hipérbola son sus ejes de simetria. El estudio general de la elipse y la hipérbola, con otros ejes
propios, no es objeto de este curso..

(5) Una asintota es una recta a la que la grafica se acerca cuando nos alejamos hacia el infinito.

(6) Cuando x tiende a infinito los términos constantes, es decir los que no multiplican a x, son relativamente insignificantes, por

ello al hacer el limite solo nos quedan los términos que multiplican a x.
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Funciones Exponeneciales y Logaritmicas.

Definicién: Sea a un nimero real positivo. La Funcion Exponencial de Base a es:
f(x)=a"

Propiedades basicas:

1. a® =1

2. at=a

CASO1 .a>1
La grafica de la funcién exponencial es :

Nota: Es interesante memorizar esta grafica. A partir de este dibujo podemos “deducir “ las
siguientes propiedades:

PROPIEDADES:
1. Domf(x) =R
2. limgq‘=0

X—>—00

3. lim aX:+oo

X—>+o0

4. "> 0 paratodo x

EJEMPLO

El ejemplo mas importante de funcién exponencial es la funcidon exponencial de base e, donde
e es el nUmero de Euler: e = 2,72.

Al ser un nimero mayor que 1, todo lo anterior es vélido cambiando a por e , en las formulas y
grafica anterior.

CASO2. .0<ax<1
La grafica de la funcién es :
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PROPIEDADES:
1. Domf(x) =R

2. lim aX:+oo

X—>—00

3. limg =0

X—>+0

4. >0 para todo x

Observa como el resultado de los limites queda invertido.

PROPIEDADES DE CALCULO.(PARA CUALQUIER BASE)

X
1. a*-a¥ = a*tY 2. L =g
ayY
1
-X — X — X.
3. ¥ =~ 4. (a*)Y = a*¥

1
5. an = \/a, (Esta propiedad nos dice que muchas de las férmulas vélidas para potencias
también lo son, interpretandolas adecuadamente, para raices).
6. En general (a + b)* = a* + b* (Recuerda, por ejemplo, el cuadrado de un binomio).
X, pX) — L Nx a_x s (g)x
7. (a*:b*) = (a"-b) ——
OBSERVACION
La funcién exponencial nos lleva a la ecuacién exponencial:
Dados a y b numeros conocidos, hallar x tal que a* = b
Para resover esta ecuacién, en general, necesitamos los Logaritmos.

FUNCIONES LOGARITMO

DEFINICION:
A la funcidn inversa de la funcién exponencial en base a , se le llama logaritmo en base a,
y se representa por: f(x) =log, x

Es decir:

1.log,(a*) = x

2.q'98 X = x

Y combinando las dos férmulas anteriores:
a*=bosx=1log,b

Esta férmula nos permite resolver la ecuacién exponencial.

PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO.

Como en la funcidn exponencial, se recomienda memorizar el dibujo y deducir de él las
propiedades de esta funcion.

Por cuestiones practicas veremos solo el caso en que a > 1.
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Grafica:

PROPIEDADES (que se ven en la gréfica).
1.Dom f(x) = (0,+0)

2.log,1=0

3.logpa=1

4. lim(log, x) = —o.
x—0"

5. lim (log, x) = +e0
X—>+00

CASOS PARTICULARES.
A) Al logaritmo en base e se le llama logaritmo neperiano y se le representa por Inx
Entonces: e*=ysSx=Iny

B) Al logaritmo en base 10 se le llama logaritmo decimal y se le representa por logx

PROPIEDADES DE CALCULO

1.log,(x-y) =log, x + log, y

2. log, (5) =log,x —log,y

3.log,(xY) = y-log,x

Aunque las calculadoras mas actuales permiten calcular cualquier logaritmo, hasta hace poco
solo nos daban el logaritmo neperiano y el decimal. A partir de esta propiedad podemos
resolver ecuaciones exponenciales en cualquier base, usando Unicamente un logaritmo.
Veamoslo en un ejemplo:

Hallar x tal que 2* = 13
Aplicando logaritmo neperiano en los dos miembros:

In2* =1n13
Y por la propiedad anterior:
x-In2 =1I[nl13
Despejando:
In13 ~37
T2 T
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Funciones trigonométricas.

.1 MEDIDA DE ANGULOS

En trigonometrfa, se utiliza una circunferencia de radio 1, dividida en cuatro cuadrantes
(LILII y 1V) mediante unos ejes de coordenadas, para definir todas las magnitudes. Los
dngulos se consideran positivos siempre que se midan en sentido contrario al de las agujas
del reloj.

Los dngulos pueden ser medidos en tres unidades; grados sexagesimales, radianes y grados
centesimales, Esta iltima forma ¢s poco utilizada. La equivalencia entre las dos primeras es:

1802 = 0O rad.

Asf, por ejemplo:

Trad _ 30

30¢ = 30¢
1802 180

nrad;%md

Relacién entre arco y radio

El valor del arco de la circunferencia que determina un cierto dngulo « , medido sobre
una circunferencia de radio R, es:

arco = o'R

La vinica condicién para ap]icar esta formula es que el dngulo esté medido en radianes.
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2. RAZONES TRIGONOMETRICAS BASICAS.

G A@ADEMT A
DEFINICION CLASICA . ( Para angulos entre 02 y 902)

Dado un tridngulo rectangulo, y uno de sus angulos, a, los lados reciben los siguioentes
nombres:

¢ = Hipotenusa
b = Cateto opuesto

a

& = Cateto contiguo

Entonces, llamamos:
b o .
Senodeaa: sen(a)= S (también se representa por sin(a)

a
Cosenode a: cos(a) = 3
sen(a) _ b

- (también tg(a))

cos(a) T a

Tangente de a: tan(a) =

Estas razones, al ser cocientes entre magnitudes, son positivas.

DEFINICION ACTUAL.( Para cualquier angulo)
Insertamos el angulo, empezando en el semieje positivo de las x, en una circunferencia
de radio 1, centrada en el origen de coordenadas, tal como muestra el dibujo:

F 9 y
(a1
b L - — -
-1 @ i
al1 ¥
-1
Entonces:
b
sen(a) = b; coS(@) =G Spiunn= gt -

cos(a) T a

OBSERVACIONES

(1) Es facil ver que para angulos del PRIMER CUADRANTE, las dos definiciones son
equivalentes, ya que la hipotenusa es 1.

(2) Esta definicién nos permite determinar el signo de las razones trigonométricas,
segun el cuadrante en que nos encontramos:
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ALGUNAS RAZONES TRIGONOMETRICAS CONCRETAS.

Las siguientes tablas muestran las razones de algunos angulos muy habituales en
problemas de trigonometria.

DEG | RAD | SsEN | cos | Tan DEG | RAD | sEN | cos | Tan
0 0 0 1 0 0 0 0 1 0
™ i3 1 3 1
90 2 1 0 - 30 6 3 o 3
180 0 1 0 45 1 z 3
3m T V3 1
70 | T2 1 0 - 50 3 2 2 V3
"
a0 2 1 0 %

(DEG: Grados sexagesimales; RAD: Radianes)

Es interesante destacar que los dngulos que suman 90° {( o + = 902 }se llaman gngulos
complementarios y sus sencs y cosenos estdn intercambiados. Los dngulos que surnan 180°

(o + p = 180* ) se llaman dngnios suplementarios.

REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE

Veamos mediante un ejemplo como podemos saber las razones de otros angulos
relacionandolos con los angulos de la tabla anterior.

EJEMPLO

Hallar las razones trigonométricas de un dngulo de 1209

¥
1208 + 502

o, )Tl a, b)

|
|
]
) &

Como muestra la figura, 1202 y 609, estan relacionados por la férmula 602=1802-12089.
Entonces sus razones trigonométricas estan relacionadas asi:

sin(120) = sin(60) = ?J

1
cos(120) = —cos(60) = —3

tan(120) = — tan(60) = —V3

De manera similar, podemos relacionar angulos del Il y Il cuadrante con dngulos del
primero, para conocer sus razones.
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PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Teorema de Pitagoras:
Férmulas de adicion:

lsen” x + cos? x =1

cos(a—b) =cosa-cosh+sena-senb
cos (a+b) =cosa-cosb—sena-senb
sen (a+b)=sena-cosh+cosa-senb

sen (a—b)=sena-cosh—cosa-senb

tana+tanb
tan (a+b)=——

l-tana-tanb

tana—tanb
tan(a-b) =

l+tana-tanb

Férmulas del angulo doble:

sen2a=2sena-cosa
2 2
cos2a=cos" a—sen” a
2tana

AR ———
1-tan” a

Transformacion de sumas en productos:

A+B A-B
-C0S

cos A+cosB =2cos

A+B A-B
-sen
2

A+B A-B
-COS

cos A-cosB =-2sen

sen A+senB=2sen

A+B A-B
-sen
2

sen A—sen B =2cos

Férmulas del angulo mitad:

Teorema del seno:

a 1-cosa
sen—=+=+

2 2

a 1+cosa
COS jgi=mt

2 2

a 1-cosa
tan—==+

2 1+cosa

a b c

senA senB senC
Teorema del coseno:

a’=b%+c?-2bccos A
b®=a’+c’ —2accosB

¢’ =a’+b°—2abcosC
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RESOLUCION DE TRIANGULOS
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Resolver un triangulo significa dar el valor de sus tres angulos y sus tres lados.
Para ello basta con conocer tres de estos datos (que no sean los tres angulos) y aplicar
correctamente los teoremas del Seno y el Coseno, y la propiedad : “la suma de los tres

lados de un tridngulo es 180° “.

EJEMPLO
De un tridngulo sabemos que: a=6 m, B=45°y C=105°. Calcula los restantes
elementos.
A
\\ \“\\
\ —
b\ \
\ ) &
\\\
1052 e
. & i f
C a=6m
SOLUCION:

Primero calculamos el dngulo A
A =180° —45° — 106° = 30°
Luego aplicaremos el teorema del seno.

\/2
6 b sen 45° T
L N | =N - =6-l=6w/§m
sen 30° sen 45° semn 30° 1
2
i} C 6 sen 105H° 118
= — c=6-——=11.6m
sen 30° sen 105° sen 30°
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Grafica de las funciones trigonomeétricas.

Funcién y=sin (x)
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Funcidon y=cos(x)

y=cos(x]

5x

Funciéon y=tan(x)

y=tan(x)
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5.6. LIMITES Y DERIVADAS.
IDEA DE LIMITE (A desarrollar en clase)

IDEA DE DERIVADA. (A desarrollar en clase)

CALCULO DE FUNCIONES DERIVADAS:

TABLA DE DERIVADAS INMEDIATAS

Nombre f(x) f'(x) Observaciones
Constantes k 0 keR
"Polinémicas" X" nx"* nekR
Trigonométricas senx COSX
COSX —Senx
2
tg x —— —tg?x+1
COS™ X
i1
"Arcos" arcsenx : -1<x<1
1-x
-1
arccosx - -1<x<1
1-x
arctgx 21
X +1
Exponenciales e* e”
a* a*lna a>0a=1
_ 1
Logaritmicas Inx — x>0
X
1
log, x — x>0,a>0a=1
xIna
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PROPIEDADES DE LAS DERIVADAS

1. Suma.

(fO)+9())" = F'(x)+9'(x)

2. Producto por un nimero.

(@ f(X) =a- f'(x), acR

3. Producto de funciones.

(fC9-9(x) = £'(x)-9() + f(x)-9'(x)

4. Cociente de funciones.

|/

[f(X)J _ (-9 = f(x)-9'(x)
9(x) (9(x)*

5. Composicion de funciones. Regla de la Cadena.

(f(g()) = f'(g(x)-9'(x)

6. Exponencial de funciones. Derivacion Logaritmica.

(1 9e) =(f(x)g(”)-(g'(x)-ln(f(x))+—g(xi '(Xf)'(x)]

NOTA

Para aprender a derivar tenemos que memorizar la tabla de inmediatas, aprendernos y
entender estas propiedades t sobre todo, practicar, practicar y practicar.
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CALCULO DE LIMITES EN R

Sea @ un numero ¢ infinito, f (X) una funcién. Queremos calcular L=1lim f(X).
X—a

12. Sustituimos X por @ en f(X), es decir, "hallamos f(a)". Entonces:
A).Si f(a)esunnumero, L= f(a).
B) Si f (&) no es nimero, pero es una expresion algebraica (ver anexo):

B,) Si es determinada, entonces ya conocemos el valor de L.
B,) Si es una indeterminacion, tenemos que resolverla.

ANEXO. EXPRESIONES ALGEBRAICAS.

A@ADEMT A

U

Son expresiones que no son numeros pero pueden aparecer como resultado de un limite. Las
determinadas son aquellas que siempre tienen el mismo valor. Las indeterminadas son las que
dependen de cada caso concreto. Las expresiones algebraicas que nos podemos encontrar al

hacer un limite son las siguientes:
Sea k un numero distinto de 0, entonces:

SUMAS:
d) k £oo =400 b).0.£ 00 =+
C) (+00) + 00 = 400 d) (—o0) + (=00) = —0
Indeterminacion : (+o0) — oo
PRODUCTOS:
ak-o= b) 00 -0 = o0
Indeterminacion: 0- oo
COCIENTES:
) X-0 ) Pow o) Koo
o0
== e 99
0 o
—_ 0
Indeterminaciones: — 'y —
00 0
POTENCIAS:
Si k>1: a) k™ =+ D) J#* =0
Si 0<k<1: a) k™=0 b) k™ = +oo

Si k>0: a) (+0) =40 b) (+0)* =0
Indeterminaciones : (+»)°, 1 y 0°
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RESOLUCION DE INDETERMINACIONES.

o 0
A) — hd
) o y 0
fx) 0 ., . f(x) o
Regla de L'Hopital: Si lim——==— 0 lim——==— entonces:
SRg(x) 0 reg() o
m o) _ lim f,(x)
X—>a g(x) x-a (X)
Caso particular. L= “mQE)(; donde P(X) y Q(x) son polinomios.

a) Si grado (P(x)) > grado (Q(x)), entonces L=

b) Si grado (P(x))< grado (Q(x)), entonces L=0.

c) Si, grado (P(x)) = grado (Q(x)),entonces
_ Término de mayor grado de P(x)
" Término de mayor grado de Q(x) -

B) 0-o0
Si L= |XI_I’>2 f(x).g(xX) =0- 00, entonces:

L= lim f(x) £—9 L-I|m X

] 2 Y 0

8|8

Y lo resolvemos por la regla de L'Hopital.

C) CRITERIO DEL NUMERO e:

(40)°, 1% y 0°

Si L=lim £ (x)9® = (30)?, 1™ 6 0°, entonces:
X—a

Iim g (x)-In f (x)
L: ex~>a

Y como limg(x)-Inf(x)=0-o ,loresolvemos comoen B).
X—a

Nota: Si la indeterminacion es 1®° también es valido ( y mas facil)
lim g (x)-{ f (x)=1]

D) (+0) -

Si L=lim f (X) — g(X) = (+e0) — 0, entonces, multiplicamos y dividimos por el conjugado:
X—a

L=lim

(F () —=909)- (FO)+9(x) _ o (FOO)* = (9(2))’

Ko f(x)+9(x) o f(x)+9(x)

’ . 7 . ya (D
Y este limite serd determinado 6 —
o0
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EJERCICIOS DE DERIVADAS

L- Deriva las signientes funciones:

L- }'=I4—?IE+1 2- y=x4—2x3+x: 3- y=x5+314—x3—5
R _x x+3
4 - }'=]n:r+v"}—5enx 5- y=5"+cosx 6- v=—"5 "
_I__
7-y= CO5X g }I=1+jen.r 0. y=e* Lx
l-senx COSX
10- y=x-Lx T1 - }'=1-Lx 12 y=6"—4¢*
X
In x K 2 4 33
13- p= 14 - y=+/dx 15 y=x" ¥x" +1
by y=nl4x a
S i~ -1_4':| _:
16.- y= ¥4 17- .‘l=¢ 18 ,1'=\E'ﬂ?'mg."f
10 8
- 04 Bae 4
19 - J.=:mc5§!n1 20.- y=]n(x-.}'ﬂ 21-v= S _‘_f'_;1
X ! iy i v

IL.- Deriva las siguientes funciones aplicando la regla de la cadena:

5

g-y= = 2- |1'=.|{|"3.1'j —3x+1) 3.4y _ 432
(x=35)"
L(2x—3) 3 N - -
oy e Lol — . i
4-y= 5 5-p=L+2x-3 6. ;.r_ﬁ‘(:,x 3)
2x : P 4 45
1-y= = +_3w 8- ,1'=1'.1'J+xi g.- _]'=||'.1"1—2f+x‘—5:|
(x+3)° ' - . )

10- y=+f4x+3 11- y=4/1-4x 12-y= [10x" +8x

13- y=sen(2x+1) 14 - }'=ms{x: —_‘LJ:] 15.- y=sen(Lx)

16.- _}'=.5EH21' 17 - .v=5e?rxg 18 - y=cus(€x+d’ﬂ

10.- }'=arrmgx2 20.- y=arccos(l-x) 21.- y=arcsen|(x+1)

22- J'=mg~f; 23.- ‘},-'=lnef_1 24 - y=In{senx) + %mszr
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SOLUCIONES:
L-

1- y'=4x —4x

4—'l+l—cusr
RN S

1
71-y'=
¥ 1-senx
10- y'=Lx+1
b LT -
13- 3'= 2r—Lx
2xafx
16.- 1'=l
T2
10- yi= 1 _ ! a?'ﬂfnr
Jw'rl—.r' x
1I-
1- ylt 30
¥ @57
4.4 I'|_."=#
2x-3
32—
1-y'= { _?
(x+3)
7
10- v'=—s2
dv-3

13- y'=2cos(2x +1)

16.- y'=2s5emx cosx

:
19.- y'=—2

T
1+x

g 1

- "‘\j":l?-msj-\."'rl_'

gla ] 'll

3 2
2-y'=4r -0 +2x

5- y'=5"-L5-senx

.
2% 3x4d
i 1

5-p =1r—
=3(x+

2-y'=

l,_,u

11 - }"=_—2
1—4x

14- ]r'=—L21'73]-5err{x;L3.t]
17 .- _}J"=21‘-cn5x2

20-P'=

-y =5xt+120° —2x

6 v'= o |
) [rz—l)_
0- )v‘=cex-LJr+g—I
X

12- y'=6"-L6-4¢&"

15.- }"=E s
,_artagx \."JT
18- y'=
24fx 1+;u
21-y =—1m”—3’—5_i4
X X

.- J.-=43f+2.1-—1 'L"-'l-l:ﬁl’-—l]

A
6. y'=— -
N (5x =3y

1: (3x*+1) (8- _‘:"=5{'1‘4—213+x;'—5]4(—ix3—6x:+lxj

128 10x+4
V10x" +8x
N5 Cos E:L‘-f_i

?ll-_:|sen{gx+ﬂ'}

18 - _1"=—! e +
b 2

21 -y
—x"—=2x
3
Co5™ X
M- y'=
senx
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EJERCICIOS DE LIMITES

- fim &1
0 X
4 fim B X
e xX

7- fim 5 X
=0 (senx+igx/)

10~ lim 31 -3
=1 x°Inx
13 Mtim 28
=0 Jicosx
. I+4
19+ fim (983X
roaf? fIF X%
2 _ i 1= €08 X
=l j_‘;"
55 - lilph o X
x—0 cotag x
78 5 dim I-rosx
a0 (g 1)
31- fim T Cos I: am X
x—si) x
- 7. 2"
34- Tim Cos X dﬁl !
x—l) —}"I_
37- tim| —— - 1
a1l lnx x-1)
40- tim X s;irrx
x—0 X
43- lim EX
x—=l X
46.- im cus?xjcoﬁ_“px
x—3i) b

51 semfx-1)
- x—>112—51'+2
5- lim x fﬁ}; -
X—o
8. lim ‘1 In 1
X—=l DX =1
SN
T il S
x—l 5T
IS ol 3
=0 ¥ + sem3x
- g .
17- tim x-5en 2y
=0 ¥+ 5en dx
ix
20- limy —
¥—+m X

TN LJ
=04 X - 5enx

X -X .

0 X - 58nx

tm 3

3)dim — 2
=0 IF A-Sen X

i
2o

>

38- hn1| = -

=04 X E
1V

x—}l ]]1 X

41-

44— lim SENX
=0 tgx

47 - fim l—cosx
x— _r'

. & - g - X
26- hm—

E AeArrmxA

. Inx
- lim —
X—s .J';
6.- lim
=0 X+5em X
0-lm(x. Inx)
x—=] '
b Eim L
=l 26— 1);“"
=R x+1
¥5-lm =———— —
x—=-1 Jrj'x: +3 + 3x
T v X _
18 - lim (<fX)e -<
x—=] 3

21 - fim |%?/ 1]

i 1‘3
24- lim —
I—m E
27~ fim 12X
F—pm _-.;'
30-lim x mﬂ—
A x
33s lim .I’g\.—'\.
—0 X - SéR X
36 fim %

=07 COSECX

39-tm| L1
0l x  Infx+1)

47 - lim SEN X
x—l X

- 4. SENX—sena
45- m ——

T—d X—a

48 - lim tg3x
x—=0  Ox
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cos Ty —cos 3y

46~ lim _
x—l T
49 tim SBX
x—si) X
52- lim =X
=8 T—X
55 fim ST0O¥

x—af2 X— )2

. [ _r'ﬂ‘
58-lim (1-¢7"|
x—s /

61 4Bm (cos2x)i?
lim (cos 1)/;

64— lim /i
.'t‘—-l
7 N
67-- mf ! ﬂ" |
' AY -£X |
Solciones:
! 4 -1
g - 5 9- 0
3
! 3
-1 15-%
3
22 - i 230
6
20-0 30-2
36-0 3. L
2
43-1 4454
50~ 2 51-0
4
57-1 58- ¢
64- g 65.- —5
3

50 Tim 1—::1353:;
=0 6y —-2x

53- fim (- 2x = 3%
X—so

$6.- im (1+sen2x) ="
x—3]

50- lim [l—msx':_'ﬂ‘“
I—s-";/l A

2 T e
52.—]1'::151 Tlcni[._rﬁ?.r

x—l 5enTxy

j —
ST Y
=1y~ —3x—4

68.- lim (fagx)"
x—" \fag x)

48- lim 2%
=0 Ox
ssm[r;}
51-lim ——— "
0 m(ﬂr—w)

i
54 - lim {ln x}?
¥—
57.- lim X

x—i]
-7
60 - lim L
x—4 sen( X — lﬁ\]
hJ{ cos” J.'}
63-lim —s——
x—+) T~
cos(x)
2r-1

\ x-lf2

69.- lim | sam x ]EI

x—0
3-0 4-0 W 5 N | 7.1
2 7
7 i
10-6 et 1. 54 3.0 4. 21
5 p,
17--4 18- d 0.1 0-ko | 21-m3
5 3
240 250 26- 270 23_-3
]
310l 3 1 3300 129 35.- @
3 3 6
3. 1 AW A 4.2 2.1
2 2 6 2
45-cosa  46-20  47-1 4 48-1  49-6
52-1 53-1 54-1 55.- -6 56.- &
50 ¢} 60 L 61- & 62-6 63--1
32
66.- —% 67- & 68-1 60-1
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5.7. ESTUDIO GENERAL DE FUNCIONES. ( a desarrollar en clase)

|. DATOS QUE SE OBYIENEN DIRECTAMENTE DE f(x)

1. Dominio
a) Funciones continuas en R
b) Cocientes
c) Raices Pares
d) Logaritmos
e) Otros.
2. Puntos de Corte
a) Eje X
b) Eje Y
3. Simetrias Esenciales.
a) Funcién Par.
b) Funcion Impar.
4. Asintotas.
a) Vertical
b) Horizontal
c) Oblicua

Il. DATOS QUE SE OBTIENEN DE f'(x)
5. Localizacién de puntos criticos (o de equilibrio).
6. Crecimiento y decrecimiento.
7. Clasificacion de los puntos criticos: Maximos, minimos y puntos de inflexion

IIl. DATOS QUE SE OBTIENEN DE f""(x)

8. Otros puntos de inflexion.
9. Concavidad y convexidad.

IV. DIBUJO

10. Interpretacién Gréfica de los datos obtenidos.
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6. INTEGRACION.

6.1. Integral Indefinida.

Sea f(x) una funcién. Decimos que F(x) es una PRIMITIVA de f(x) siy solo si:
F(x)" =f(x)

EJEMPLO:
F(x) = x? es una primitiva de f(x) = 2x.

OBSERVACION

Si F(x) es una primitiva de f (x), entonces para todo nimero C, la funcion

G(x) = F(x) + C también es una primitiva de f(x), ya que la derivada de un nimero
es 0.

EJEMPLO. (CONTINUACION)
G(x) = x2 + 2010 también es una primitiva de f(x) = 2x.

DEFINICION

Llamo INTEGRAL INDEFINIDA DE f (x), al conjunto de todas sus primitivas.
Si F(x) es una de ellas, entonces lo representamos como:

jf(x)dx =F(x)+ C,

Asi

DERIVAR

INTEGRAR

EJEMPLO (CONTINUACION):
fodx = 3

UNED. Matematicas. 118



CALCULO DE PRIMITIVAS.

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS.

Guiu

Nombre f(x) I f (x)dx Observaciones
Constantes k kx+C keR
Xn+1
"Polinémicas" X" +C neR,nz-1
n+1
Y 4 In|x|+C
Trigonométricas senx —cosx+C
COSX senx+C
tg x —Injcosx|+C
1
"Arcos" - arcsenx+C —l<x<l
—X
1
5 arctgx+C
X-+1
Hiperboélicas senhx coshx+C
coshx senhx+C
tgh x In(coshx) +C
1
ATBeQTRS argsenh x +C
Hiperbdlicos i
1
- argcoshx+C X>1
A Xe=1
L 5 argtghx+C
1-Xx
Exponenciales ex e*+C
a.X
a* —4C a>0a=#1
Ina

UNED. Matematicas. 119




CAST INMEDIATAS
Lag Férmules antericres también son validas cambiamndo x por £(#)
y dx por £f(x} dx

EJEMPLO

(&) = _fixidx arcain f(x} +¢
|,|'1-[.|f'lfJ-::|‘.l=
o

l' y — arceinlnld+s
afl-1nx

PROPIEDADES

1) f [ F{g)* oo N = JI' Fix) da:+f gla dx
(2] _,fu_fm dx o= uj' Flx) dx YmeR

{3]) IHTREGRACION POR PARTES .
IDEM:
¢ £lx) gl = (=) gix) + £ {x) g'{x} =

= £(x) ghtx) w { £0x) glaka = F (x) glx) 3 | [ et glix axs
integranda

=J[{tf{.~:l gix) 1= (8 (x) glx) ]’i“".i] f{f:xh aix) ]fdxhj Fix) olx) de=

- Pl g (x) - [ £1(a00g el

Llame 1= £ x = du=L'{x) dx

dveg'(x}) dz = v=glx]
JI-u:Erf-- Ln-'—f wdi

pES: No hay ninguna norma general para saber cuando y como usar
al método de integracidn por partes.
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Guiu

EJEMPLOS:

1
=] - ﬂ'ﬂ:—.
() [lnxax= F:

=xl‘nx-ledﬂ_—:
x
dy=dx = v=x

= .tln:-r—f ldesxlpny-xs0o

{i1] Integrales ciclicas:

Haocer iina o @mas wecos partes y salae la
mi=zma integral

'I-Jr 61 n’xd'x=fai:1xainxm: -y

1
g=zinx -~ du-coaxdx
dv=ginkds - vo=Cosx

- sinx:uﬂx+fnn5xcﬂr a - Einxm:-ix-}f [1 = sin%x) dx—
ginxcoe?x=1
‘I:—EiI‘.J-I!E‘DE-.Itf-L‘-'-I — T =-5iNKOGENEN

T -ainx-'_z'uaxirx .

(4] CAMBIO DE VARIABLE

szf{:f.ll.-i::

canble: Bueco una Penciéh x/=h(t), inversible(puedo despejar t),
y derivands dx = B[t} dt, eustituyoc en la integral:

I=f£in(e)) b'(e)de
ORS: La wisma que para la integracidn por partes.

EJEMELO

de L f__dEb =grcein t+c=arcasin {inx} +o
ol -1ntx yi-t*

Inx=t¢t

E =k
M
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INTEGRALES BACTONALES

DEE: I Px) gy donde P, @ son polinomios.

CASCO 1: grado P z grado Q
Dividimos  P(x) L-ﬂé§%7—

Rix1

Entonces P(x) = @(x) C{x) + R(x])

Pix) _ Ox) Clx) + RV _ oy, BA)
o (] oix) olx

lusgo

[ 2y [em e 55

Inmediata Caga?

oAS0 2¢ grade P o< grado Q
Desgomponge Q0 en factores: Q = Ge-a8,

CAGO 283 O descompona totalmente en factores de grado 1

digtintos entre sit

Ol = (x=8y) on .. v [x-a,)
Planteamos 1la ecuacidn:
.Ph"..:'_-_.'al_q., e e
Xy x-a x-u;
Entomnoas
.F'{.I:::I g = aAxE .,
Glx) PR

v encontrames Ay, ... f

f_w,m_

‘,.IH.L lﬂx"'ﬂl' s B ‘.-_'nh'—llll_.hl-"l:'
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G AQADEM!A

EJTEMPLO:

I-=Jr x84 -dx?-Tx16x-21 oo ’
X -Tx+E
' ; S - Tx + 6
divide - x‘—#x‘—?:s;‘+1$x—11 :
. - . GX , X -4
- -‘.::’ + Lox = 11 -
+ ax, - Shx + 24
T - 18k + 13

=1EX+13 .
S _r[x 4} dx+ J..x’ -7 X% 60 " B BY Y

14
> Aol B = p - . BuPfini
y w . . ] 1,

5 B -

] _1|:'=-|-}|'—{;_|:I_II g:ﬂ:'ﬁ-%

fuego Qfx) (& (x =1} (x - 2) (x + 3)

-18x+33 .- .ﬂ,- pallT - Lo 9
i :LT{.H ?ﬂfai ~1 - x-2 el

_ Alx-3) (x+3) wm' 1) (x#3) +|:,‘-:J]g i1} I.’x 3]-
(-1 1=~ z}txuh

i -18x s 13 (2] (x+3) +B{x-1) (2+3} +(x-1) {x-2}

gf x=1 = —Bm-if = A-i o S :
- . : 5 - =23 - =67
. 1 .— L s ?3 5 = " ) ) 5 - EU- Lt
g1 x=2 23=58" H= 5T _4I—f-_-x_1_ d:rf] w3 dx I-'K*-EI ax
i e -67 '
L E=d e BT =200 - L"'-.-—-
(gl ®e=3 = 67=-20 20 |

-?mlx 1I— ln[x zr lrul:c+3l+c
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QASH 2k Qi) d-E:I;:l:uInpﬂhE an fact.-ui*ea_dnt primer grads algunos

repetidos.
por ejemplo: Q0x) = (x-a,)? (x-ug)® (X-ogl
Flanteo la ecuacidn:

- . . . C
Plxh | A A A B B,
olxy  x-oy ' (x-a,)? ! (x-oy)? T-‘L"ﬁ, (x-ay)? X

Hallawos Afs, B's; C; & _‘I.ntegrﬂl da la suma, -Buma de

integrales.
OBS

pa— - A - - - _I:.a:_':':l—na-:l- e -
ngl IT,{:..a]'dx-ﬂJ: S el e, ——rul

Nota: Quedan mas casos en los que el denominador no se descompone en factores
de primer grado, pero por su dificultad, no los desarrollamos en este manual.

6.2 Integral definida. Aplicaciones.

REGLA DE BARROW
Sea| f(x) mna funeidn continua en [a;b]: Sea F(x) una primitiva

de £(%).

[” £ix) = Bk ~Ea)

FROE:

) [T ifle) gtx Ve f"f{mﬂx-f_{i’gimﬁx
i o a

(21 f”nfix]dx mfbftx?dx

a H

(3} Jr”f{xmx [Fttn dnf“ﬂxldx (Woe la, Bl )
a .

a i

-f*ffxadx

{4} _Lf’ftx;m:
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GuiIu

EEOQF 1: e fx) continua en [a,b], Wacla, bl £0x1 20 Entonoces:
el drea conprendlda entre la grdafica ¥ = iz, el s

x ¥ las rectas verticalee x = a, x = D
L]
pe: A= | Fix)dx
I
FROP 2: Fl¥) pomtinwasen [a,bl, & Flx) <D Yaela, bl
L - :
2. - (Rl doe
d
\\‘
-
A= [Pt = - [T £l dx
FROP 31 FixY continua“en [&.B].
SEAN, (), @, . Wiy las golinciones T de f£f(x] = 0O,
ecmprendidas entre a ¥y B, O sear ade <@ <. .. fadh
Entoncess ’ g : N
A = F‘f{x;ldxlii]‘r ’fijld.ﬁ:f:-r--. L Jr Fix) i;-:‘
A =5 | Ly

y=1flx)
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Resuelvo F(x) = g(x). Sean o, ..., &, las soluciones.

A= j'"tf{x: —elx) ) elx

i

+F‘{f{x}-glx!l!ldx PR

_f”"[f{:-:] —g-:xﬂsht‘

Bgeg

VOLUMENES DE _EREVOLUCTON

ﬁ: Oh wolumen de revolucidn es el gncerrads al| girar un arco
de ocurva una vuelta completa alpededor de un aje.

BEROP : Sea £(X) -:a-:nﬁﬁnua an [&8,b], el volunen ancerrzdo al glrar
&l arce da la grafica y = f(x) para azxgh ma vualta
complata en torno al ale ¥ asi :

Veon [ AT |2
a
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Guiu

EJERCICIOS DE INTEGRALES INDEFINIDAS.

1. Caleular In integral [ 2°ds.
Solucidn.- %G + .
2. Caleular In integral [z + /=)=,

3 g
Snlucidn.- I-TJF fh‘.".

E- 5
9. Caleuler In integral | [—E 4 “"1"?:- .
W ' !

Solucidn.- f,F - ;—"191€'E+1'_'".
¥
4. Calrular In i al | —de
cular In intcgralsf =

i L I -
Solucidne Er'\_-'f_- +iC.

[=

3 ) e 4 4 )
Celeufer In intogml J"{__I:—2 ' f-.,._f . .2.:1 de.
| |
Sopluddn- —— — — 4+ 2r + .
- J -...'I'

| = 1
6. Calenlar In mtcgml | TJ.‘I.‘
T

4
Solwcidn.- 5~‘.-'?*’ + 8

=T

Caleglar ks intagm] §e""dr.
1 .
Snlucidn- ?e’ b

8. Cnlenlnr e mtogmlyf cos heds

sinb=

Sucidme- ——— + &

2. Colealnr ks meogrl. [ sinozds.

COSaT

Slucidin.- L

Inzx

10. Calealnr b iJll:u_::mlde.t.

Solucidn.- ¢ ln*r + O

. Lo 1
11. Chnlealnr b intogml —_,—d-:r.
I 5in” &r
Solucitn.- —$ +C.
1
T,
cost T
+ i

12. Calenlnr b intogrnl |

tmn'Te

Slucidin.-
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28,

e} 1S

Infz + 1)

. Caleular In integral | —— " do.

z+1
In{x + 1
Solucite- — T8 4o

: &kuhhiumﬂf%h.

Bolucidn.- w2sinr + 1400

Caleu : sin 2r
- Calelar In integral | ot
1
Soluitn. ——— 3
B 21 + eos2z)
Caleular In intogral | .Hl:uik: '
1+ sim® =

Solucido~ 290+ =sin?r + O

. Calilar 1n integral L2 T Ly

coatr

2
Solucidn.- Em FiG.

¥

Chaleyglns la intogral | d=.

s

Sducidn.- 5

L

Crlemns b mtogm] [ ——— g

o1 — =%
ATiE T

Soducidn.- =y 1 ic.

3. Cabémlar ka mngml_[_."'_l.:';-.
=

b| -
Sqducidim.- El:n:n‘-: 1.

Colexlug b, inbagrnl (4272

SEplacidn.- %I:[f”-l—:?r 3 .

Colenlnr ks mbogm] [ o™z,
Eplacidn.- j?'h HiC.

Chlenlnr ka intogml [ e¥d=!

Solucidn.- 27 + (.

Crleulnr ke intogral ™= = pos ke,

Solucidn.- £4°F 4 (7.

=% {0 43

Guiu
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Tr, Culeslnr b intogrl f 3%e%dr.
37T

Mm-l-E‘

38, Cabealor b integrul e *dr,
Ed:d&'l.-—%r"-t-ﬂ.

3, Calealar hhup.i Jer' v i3 4 Side,

s
Solucitin- — Mot L o
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Guiu

MAS..
01- ‘JE[JLI]:.& 02- | Caar 03- 3’7—5 v
' , F, J ﬂ‘: i
i | = 05 - | (143 42 )-(1-2x+5 ) & 06.- [i4
J 2-x J J (x+1)
1 | (T - S L P2
J i copfx 2+21° 1:,ﬁ_1 |
[ a 5 g
EIS.- —_— T Ifl:
J | cosex 3¥IT . J9— gyt J

(9. Caleular fixi sablendoique fix)=4x ~6x—5§ v quef-II=0
10.- De una funcion se conoce swdenvada sepumdz, 3= canx+4 v que ¥ {00 =0 e W0} = 1. Caleular
dicha funcion

11- L 13 ax 13- | <&
3 x{l+inx) J of1-25¢ 8N {1+x* ]
4- | ———— & 15.- L 16- | —=—
3 & Ay J 4l—dst J o +x
17- | &= 18- | samx-cos®x dx ol X
L L L] :G: I
- {F-T % ’h 5 jx
20.- e .- e Pl | =
J Wa+ils J e+l R ,'|||:2_-c+]_|:
233 . 4 24 .- ,;b: X5~ | xfcosx dr
26- | +fxfiln 3]y 237~ | sen’x dx - | e
29 | Xl xf & 30~ Pzenflnx) d 31- | arcsenx dx
32- | E—k 33~ | x arotaex dx M- | x-mg'x dx
L '::II. -1'. L L
[ 17x-29 [ x+2 [ —x'—3
g | etk - | — & - | 22 P
7| ¥oxtE | ¥5-6 | ==
5 4 ; i - - 4 ;
gge [ SETEE D o s Wy g 2R
(x-1){x+3)(x—4) J =1 Jx=11{x+2)
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bi5.-

68 |

4+ 2x+3

o
enx

—
cos® X

(x=1){x+1)"

42.-

45~

fr

J x—4x+8
_
J 144f1+x
7 x+1

x+x —6x
L3

dx

zemx-Inleosx) dv

L ]
-

Y -arclag .o

ey .
39.-
61.-
63 .-
63~
67 -
69 -

“"';H:fc

r—1

43.-

l+ecosx

e

dx
oozt x,.ﬂ—ra_g"x

X-arcseni- e

dx

*fing) ~2(Inx)~Inx+2]
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SOLUCIONES
- £+£+E - —mx+ K ﬂll-i]nx-i-i'
2 3 7
5 P
04- —In{x—2)+K | R e S S R
¥ e 5 4 3 3 x+1)
o o 3 3 e
07.- 3semx+ 2cosx+3e +rﬂgx—;m'r!crgx—1mmz.r—i
08.- Sm.t—%.:u’c'mgx—gm'ﬂ:mx-!-ﬂ
09 #ftx)=2 2 —32 s =
; 3 3
10- y==3cemx+2x +5
-/ . F 12 4 aresemisht
214 xf 5
13 : 4 14 lmmg[x’ 4|+ E
= T - S
M+ 7]
|
1 | Srisanded W P N
2 2 as
21— W1 0 et
17- — - +E B-—F K

=

19-*’"?;" LK 20- ‘r J_ “"_ 'r+1|" m{fx+1+E

) MY 2 :-1[§|je*+1}—1 + zz_-é P

e di— o, T rcrg"‘x+ Mag'x

13- - w 24- +gx+E
. . " AT i
2ofx | mix)’ 1
25.- x-semx+cosx+K 26.- i (] —Exﬁﬂj —151-'5 +K
3 9 27
37 T ORX . E 28 —e % +2x+2)+E
' [(lmx) x'(hxf —_r X xzen{nx)—xeos(lnx)
29 .- % K 30.- : —+k
3 3 5 27 g
i1- :-mmsnx—!di—x’-i—ﬁ' 32-x-tagxtinfcosx|+ K
33- %I:fmx—:+mﬂagr}+ff 34- x-!:agx+1n|:m5_t]—%+f
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35.- =Sln(x—-2)+22In(x-3)+ K 36.- %h[ x+3'ﬁ+i;h[x—zj+.f:

F]

3

37- %—%+2f—4x+l—iln[.t+1|+ dn(x-2)+E
18- 4ln(x —1:|—Th1|:x+3]+51n|'r—4]+f 39.- %h{r‘ -1

7 0 1 3 T | 1

1 : 3 Ix+1
2- 3 14; 43-imm,,_J._
a--1 4r S dnfl+flex —x| —1|J-.E

[k -
46.- mr—-q'E—.r:+K 17.- %:ﬁa"—%s‘ +&
Y ateme vl oM TR L _

= E X E LI 'F“E t]’ 2
49 - [ sem I!Lﬂ?'GSEJ‘! x|—cos({arcsenx| |+ K = {I—q'i—x" |+E
50.- lf:ll.::!ﬂ_:, I + K 51 < cosx—e0s xiln| cos x) + K
52 i 53 1{:=r <1 +E
w BE E56 - 3 WE Xl
51 %m-ﬂm—%x-‘ T%]n[ L+a +E -l +x <k
3 7 x | 1

56~ &9 +E 57 22t imfa-1)+ K

r—4 |:AI_4-:i= . "‘II; {"ﬁ :I
S8, - 11:1[:—1}1 B B N S9- arcsenltaz x|+ K

T« 3a1% e
60- x+d4lix-1)-2Inlx+ 1)+ K 61- arctag| x+ 21+ K
62 — are g 67 - l'm“‘i"r, 2
x 2 fi-F+1
64- 2in|l+4fx+1)+E B3= — : +romas x+x+ K
SER X

66- 267 [z -1 2K g %ﬂrr.fmx"—% I-x +E
LT L

2 posxtl
69 —in[lnx 1)+ h1|:]nx+1:|-'- Finflnx-2)+K
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Calecular el area de los recintos limitados por las diferentes curvas v rectas en cada nno
de los signientes casos. Dibujar previamente dicho recinto.

EJERCICIOS DE INTEGRTAL DEFINIDA

01- fix)=x+2.x=1,x=4e yv=0. 02.- ;I.-'=—I2+ Tx—6 velee OX.
Sol: 27 wds. Sol: 12 n.d.s.
2 6
03 .- _.l"'|:.1:]=:|r2 +2 . eleje OX, =1 y x=4. 04.- _1'=—.1': +5x—6 v el eje de abeisas.
Sol: 2T u.ds. Sol: ?3 n.ds.
3% 1
05- fix)=senx.x=0yx= F 06- y=—_x=lx=2velejpe OX.
X
57
Sol: T_+1 wd 5. Sol: F69315 nd.s.
07.- f(.r]=1j.x=—l,x=2§'eleje 00X 08.- _1'=x2 Fleg—x+1
5ol E wds. Sol: E n.d s
L 2
09- y —x'—dx e V= —F +4x 10.- =X ¢ V= 2%
Sol: L n.ds. Sol: L nd.s
3 3
11.- _1'=.1f2 e |1.'=—.1::+4 12- xy=5 e x+y—-6=0
2
Sol: lﬁf: w.ds. S0k 379528 uds.
13-y = The ¥ =X 14—y = x° —6x+5 veleje de abeisas.
i)
Hol: e, .d.5 Sol: o w.d.s.
2 3
15.- _1'=.1'2—3 e yp=x+4 16.- _1'=.1"= ev=1x
Sol: 4 u.d.s. So0l: 2uds.
- 2 2 3 .
17- y=x"—-x e y=3x—-x 18- y=x" ,2=2velejeOX
Sol: % 1 Sol: duds.
19.- y=x2+4x+5 ey=3 20.- J-'=I2E' y=x+2
Sol: 32 w.d.s. Sol: 2 n.d.s
3 2
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21.- _v=3.1:—x]|: y=x-3 22- _v=1|{1—:|:3} ey=-1

Sol: % v.ds. Sol: 3uds.
23- y=x", y=—x+2 veleje OX 24 y=x"e y=4fx
5 1
Sol: —uds. Sol: — uds.
6 3
25.—_'.-'=x1ey=.t3 Eﬁ.—}'=4—x;e_'.'=313

15
Sol: ? w.ds.
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Capitulo 1

COMBINATORIA

Previamente al estudio de la probabilidad en si, conviene dedicar algiin tiempo al repaso de las

técnicas combinatorias.

Recordemos que la Combinatoria es la parte de las Matematicas que se ocupa de la resolucion de

problemas de eleccién y disposicién de los elementos de cierto conjunto, de acuerdo con ciertas reglas.
Es decir, dentro de la Combinatoria es donde tienen sentido preguntas del tipo:

1.
2.

1.1.

. Cudntas quinielas distintas pueden hacerse?.
. Cudntas posibles combinaciones pueden darse en la loteria primitiva?.
. Qué posibilidades hay de que me toquen los cuatro ases en una mano de tute?.

.De cuantas formas se pueden sentar 5 personas en 5 asientos de un cine?.

Trataremos de dar respuesta a estas cuestiones y algunas mas.

Conceptos fundamentales

En todo problema combinatorio hay varios conceptos claves que debemos distinguir:

Poblacion: Es el conjunto de elementos que estamos estudiando. Llamaremos tamano de la
poblacién al nimero de elementos de este conjunto.

Muestra: Es un subconjunto de la poblacién. Llamaremos tamano de la muestra al niimero de
elementos que la componen.

Los diferentes tipos de muestra vienen determinados por dos aspectos:

a) El orden, es decir, si es importante que los elementos de la muestra aparezcan ordenados o no.

b) La posibilidad de repeticién o no de los elementos.

Ejemplo: Veamos con qué tipo de poblaciones y muestras trabajamos en los ejemplos anteriores:

1.

La poblacién en este caso es {1,X,2}, que tiene tamano 3 (no hay otras posibilidades en una
quiniela).

Una quiniela (teniendo en cuenta el "pleno al 15”) es una muestra de tamano 15 de la poblacién
anterior (por ejemplo : 1XX121XXX212111).

Es evidente que el orden en esta muestra es importante (no es lo mismo una X en la segunda
casilla que en la quinta) y que se permiten elementos repetidos ( los unos , equis o doses se
pueden repetir).

Es por tanto una muestra ordenada y con repeticién.
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2. En este caso la poblacién es mayor, pués son todos los nimeros desde el 1 al 49, es decir
{1,2,3....,49}.

Por tanto, y si nos olvidamos del complementario, una apuesta de loter{a primitiva es una muestra
de tamano 6 de dicha poblacién (por ejemplo 3, 18, 40, 41, 43, 45 ).

Aqui el orden no influye y los elementos no se pueden repetir (no puede salir un nimero mas de
una vez). Son muestras no ordenadas y sin repeticién.

3. La poblacién ahora estd formada por las 40 cartas que componen una baraja espanola, es decir
{1 oros, 2 oros,....,Rey bastos} , y para el caso de 4 jugadores, tenemos una muestra de 10
cartas, que evidentemente no se pueden repetir y ademas el orden no importa.

Muestras no ordenadas y sin repeticion.

4. La poblacién son las 5 personas a elegir, y la muestra tiene el mismo tamano, 5, pues elegimos a
las 5 personas. Eso si, ahora el orden si que es importante y ademas las personas no se pueden
repetir.

Son muestras ordenadas y sin repeticion.

5. Un ejemplo de muestra no ordenada y con repeticién podria ser una mano de cartas pero teniendo
en cuenta que jugamos con 2 barajas idénticas mezcladas (80 cartas).

Si se reparten 10 a cada uno de 4 jugadores, tenemos una muestra de tamano 10 en la que
es evidente que el orden no importa y que podemos tener cartas repetidas (por ejemplo, dos
caballos de oros).

El objetivo de la Combinatoria es calcular cudntos tipos de muestras de un determinado tamano
se pueden extraer de cierta poblacion. El resultado en el que nos basaremos a la hora de calcular el
ntmero de muestras es el siguiente:

Principio de multiplicacién:

Si un procedimiento se puede separar en r etapas, de modo que el resultado de una de ellas no influye
en el resultado de las otras, y en cada una de estas etapas se obtienen respectivamente ni, ng, ns, ..., n,
resultados, entonces el procedimiento global conduce a nj -ns - ng - ... n, resultados.

Ejemplo: j Cuantos resultados podemos obtener al lanzar una moneda tres veces?.

Aplicando el principio anterior, en el primer lanzamiento obtenemos 2 resultados (Cara o cruz), en el
segundo lanzamiento, otros 2 y en el tercero también 2.

Por tanto, en total hay 2 -2 -2 = 8 posibles resultados. Si lo disponemos en forma de diagrama de
arbol, obtenemos los 8 resultados:

Figura 1.1: Diagrama de arbol



CAPITULO 1. COMBINATORIA 7

1.2. Muestras ordenadas

1.2.1. Muestras ordenadas sin repeticién

Si tenemos una poblacién de tamano n y queremos extraer una muestra ordenada y sin repeticion
de tamano k (k < n), razonemos de este modo:

El primer elemento lo podemos elegir entre n elementos.

El segundo, al no poder repetir, podemos elegirlo entre n — 1 elementos.

El elemento k, lo podremos elegir entre n — k + 1 elementos.

Por tanto, y aplicando el principio de multiplicacién en total hay :
n - (=" (n—k+ 1)
muestras de tamano k ordenadas y sin repeticion.

Ejemplos:
1. ;De cuantas formas se pueden elegir 2 cartas, extraldas sucesivamente y sin repetir, de una
baraja espanola?
La primera se puede elegir de 40 formas.
La segunda, al no poder repetir, sélo se puede elegir de 39 maneras.
Por tanto, en total hay 40-39 = 1560 posibilidades.
2. Seis ciclistas llegan al sprint en una prueba de la Olimpiadas, ;De cudntas maneras se pueden
colocar los tres primeros puestos?.
Para el primer puesto hay 6 posibilidades.
Para el segundo, sélo 5 posibilidades.
Para el tercero, quedan 4 opciones.
Por tanto hay en total 6-5-4 = 120 maneras.
Las muestras ordenadas y sin repeticion se denominan Variaciones sin repeticion. Por tanto,
si el tamano de la poblacién es n y el de la muestra k, el nimero de variaciones sin repeticién lo

expresaremos por:
Vil 1 - (o) . B S0 o))

(notemos que k, tamano de la muestra indica el nimero de factores que hay que multiplicar, por
ejemplo, en los ejemplos anteriores, en el primero las muestra eran de tamano 2 y multiplicdbamos 2
factores, y en el segundo eran muestras de tamano tres y multiplicdbamos tres factores).

Ejercicio: ;Cudntos niimeros de cuatro cifras no repetidas se pueden formar con las cifras del 1 al 9
(ambas inclusive)?
1.2.2. Permutaciones

En el caso particular de que se tome una muestra de tamano igual al tamafio de la poblacién, es
decir, k = n, las variaciones se denominan permutaciones y se obtendria:

Vi=n-(n—1)-...-(n—n+1)=n-(n—1)-...-1
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El producto de todos los niimeros enteros desde el 1 hasta el n se denomina factorial de n y se
representa por n!. Por definicién, 0!=1 y 1!=1. Evidentemente no existen los factoriales de los niimeros
negativos (Si intentdsemos calcular, por ejemplo (-4)!, por definicién deberiamos escribir:

(~4)(=3) (=2) - (=1) -0+ 1 =0

, es decir, el 0 siempre apareceria en un factorial de un entero negativo, y dicho factorial serfa siempre
0. No tiene sentido, por tanto, calcular el factorial en este caso).
Por tanto este caso particular de variaciones sin repeticién se denomina permutaciones sin repeti-

cién de n elementos y se expresa:
=

Ejemplo: jDe cudntas maneras se pueden sentar 5 personas en 5 asientos en un cine?.

La primera persona se puede sentar en 5 sitios.

La segunda sélo en 4, la tercera en 3, la cuarta en 2 y la quinta en 1.

De modo que hay 5-4-3-2-1 = 120 posibilidades, es decir, P; = 5! = 120.

FEjercicio: ;Cuantas palabras de 8 letras (con o sin sentido) se pueden formar con las letras A B C
DEF GH?.

1.2.3. Permutaciones con elementos repetidos

Si queremos calcular el nimero de permutaciones de n elementos de los cudles hay n; de una
clase,ny de otra, etc... de modo que ny +no+...4+n, = n , entonces hablamos de permutaciones de
n elementos, algunos de los cuales estan repetidos, lo que se expresa como:

|
Pramg,e Y4
n

ni!l-no!- ... n,l

Ejemplo: Con las letras A A A B B ,; cudntas palabras, con o sin sentido, pueden formarse?
La A se repite 3 veces y la letra B se repite 2 veces, y en total hay 5 letras. Asi el nimero total de
palabras son:

5! 5-4-3-2-1 5-4
320 3.2-1-2-1 2
Dichas palabras serian: AAABB, AABAB, AABBA, ABAAB, ABABA, ABBAA
Escribe los 4 restantes.

Ejercicio: Con 5 signos + y 3 signos - ;jCuantas cadenas de simbolos se pueden formar?

A = =10

1.2.4. Muestras ordenadas con repeticion

Si la poblacion es de tamano n y la muestra de tamano k, pero ahora permitimos repeticiones
,procedemos asi:

El primer elemento se puede elegir de n maneras.

Como podemos repetir, el segundo también se puede elegir de n maneras.

El elemento ntmero k se puede elegir de n maneras.
En total tendremos n-n-...-n (k veces ) = n* muestras de este tipo.
Ejemplos:

1. ;De cudntas maneras se pueden elegir 2 cartas (no necesariamente distintas de una baraja de 40
cartas?.
La primera se puede elegir de 40 maneras.
La segunda, al poder repetir, también se puede elegir de 40 maneras.

En total hay 40-40 = 1600 formas.
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2. ;De cuantas formas se puede entregar el Premios al primer clasificado, al segundo, al tercero, y
al cuarto entre 5 peliculas diferentes en un festival de cine?

El primer Premio se puede dar de 5 maneras, el segundo también, el tercero también y el cuarto
también.

Por tanto hay 5* = 625 posibilidades.

Las muestras ordenadas y con repeticién se denominan Variaciones con repeticién y lo expresare-
mos:
VR =n*
FEjercicio: ;Cudntos nimeros de tres cifras (no necesariamente distintas) pueden formarse con los
digitos 1,6,7,8,97.

1.3. Muestras no ordenadas

1.3.1. Muestras no ordenadas y sin repeticion

Para estudiar este caso, es conveniente fijarse en un ejemplo.

Supongamos que tenemos una bolsa con 5 bolas numeradas del 1 al 5. Sacamos dos bolas, sin
importarnos el orden y sin repetir, jcuantos posibles resultados hay?.

Examinemos las posibilidades. Si el orden fuese importante ya sabemos que tendriamos 5-4 = 20
posibilidades (VZ = 5+ 4) que serfan:

i 3 ASEENL 5
2,1 2,30 2.4 2,5
T &
4,1 42 43 4,5
5 U o 5 _adie

2

Ahora bien, como no nos importa el orden, para nosotros las parejas 2,1 y 1,2 que son 2, en realidad
sélo deberian contar como una, y lo mismo ocurre con el resto de parejas.

Estamos contando cada pareja 2 veces. Por tanto, para obtener el nimero de parejas que buscamos
tenemos que dividir entre 2. Asi resulta que el niimero de muestras no ordenadas y sin repeticion que

20
tenemos es de: N 10, sélo 10 posibilidades que son:

{1}, 8,9 (¥4}, { W5}, #.3}, B, { o3, 448 3¢5}, {5}

donde las llaves indican que el orden no importa.

Si sacdsemos 3 bolas en lugar de 2, tendriamos los trios: 1,2,3 1,2.4 1,2,5 etc... en total 5-4-3 =
60 posibilidades (V2 =5-4 - 3).

Razonando de igual manera al caso anterior, todos aquellos trios en los que estuviesen por ejemplo,
el 1, el 2 y el 3 estarian repetidos. Ahora bien, jcuantas veces se repite cada trio?. Veamos, tomando
como ejemplo los trios con 1,2 y 3 obtenemos: 1,2,3 1,3,2 2,1,3 23,1 3,1,2 3,2,1 6 posibilidades
(Ps = 3!) que en realidad representan lo mismo pues no nos importa el orden. Lo mismo ocurre con
cada trio, de modo que cada uno de ellos se repite 6 veces, asi pués si no tenemos en cuenta el orden,

el nimero de muestras no son 60 sino: 0 _ 10 maneras (no ordenadas y sin repeticion).

Ejercicio: Escribir los 10 trios del ejemplo anterior.

Formalizando lo anterior, si la poblacién es de tamano n y se extraen muestras de tamano k, si
fuesen ordenadas serian

VEe=n-(n—1)-...-(n—k+1)

n

pero como son no ordenadas tenemos que dividir por el nimero de maneras de ordenar esas muestras

de tamano k, es decir hay que dividir por
P, =k
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Resumiendo, el nimero de muestras no ordenadas y sin repeticién de tamano k que se extraen de
una poblaciéon de tamano n es:

k
Vi
Py
Las muestras no ordenadas y sin repeticiéon se denominan Combinaciones sin repeticiéon y las
expresaremos:
k
Ck _ Vn

El niimero de combinaciones sin repeticién C¥ se recuerda de manera més sencilla mediante otra
féormula:
ok = (n)
’ k

Ny n : ” 2 . \
La expresion ( k:) se denomina nimero combinatorio y se lee "n sobre k”.

Una regla sencilla que permite calcular este nimero combinatorio es:

Ejemplos:

1. ;De cuantas maneras se pueden sacar 3 bolas numeradas en cualquier orden, de una bolsa que
contiene 5 bolas?.

Serfan combinaciones de 5 elementos de los que sacamos 3, es decir, tenemos que calcular:

5 5!
S _ -
C5_<3) W .

son las maneras que habiamos calculado en el ejemplo de la introduccién.

2. ;De cuantas formas se puede formar un grupo de trabajo de 6 alumnos de entre una clase de

277.
En este caso son combinaciones (no importa el orden ) de 27 elementos de los que se escogen 6
, es decir:
. 27 27! 27!
COE = = = 296010
& (6) 6l (27.26)! 6! - 21!

(jCompruébalo!).

Ejercicio: jDe cudntas maneras se pueden extraer 6 bolas de un bombo que contiene 49 bolas?
(Loteria Primitiva)

Hay algunos tipos més de muestras, en concreto las muestras no ordenadas con repeticién, pero
no se estudiardn en este momento.

Numeros combinatorios y factoriales en la calculadora

Las calculadoras cientificas poseen algunas teclas utiles para el calculo de factoriales y nimeros com-
binatorios.

Para el factorial, se utiliza la tecla !, que suele encontrarse sobre alguna otra tecla, por lo que al
utilizarla habra que presionar antes la tecla SHIFT (o INV).

Dado que los factoriales crecen a una velocidad enorme, un calculadora normal sélo puede calcular
hasta el factorial de 69, y ya si pretendemos calcular 70!, se produce un mensaje de error.

Observemos que un numero tan inofensivo como 13! ya tiene un valor de 6.227.020.800
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Para el caso de los nimeros combinatorios, algunas calculadoras poseen una funcién para calcu-
larlos. Suele estar situada sobre la tecla de la divisién (depende mucho del modelo de calculadora).

Dicha funcién es

n 5
y calcula el nimero combinatorio < ) , de modo que si queremos calcular <3>, basta con introducir
r

el 5, luego SHIFT (o INV) , posteriormente el 3 y luego presionar la tecla de = para obtener 10. (Ya
lo habfamos calculado antes).

Evidentemente si alguna de estas funciones tiene una tecla propia en la calculadora, es decir, no
estd encima de otra, no es necesario presionar la tecla SHIFT (o INV) para operar con ella.



Capitulo 2

PROBABILIDAD

La probabilidad y la estadistica son, sin duda, las ramas de las Matematicas que estan en mayor
auge en este siglo, y tienen una tremenda aplicabilidad en todos los aspectos y ciencias, especialmente
en las Ciencias Sociales, puesto que aquellas variables que influyen en-dichas ciencias, econémicas,
demograficas, suelen tener caracter aleatorio,es decir, no son deterministas, y se fundamentan en
predicciones a partir de datos conocidos. Todo aquello que implique prediccion nos lleva al terreno de
la probabilidad.

2.1. Experimentos aleatorios

En todos los aspectos de la vida a veces nos encontramos con acontecimientos predeterminados, es
decir, tales que podemos decir el resultado de dichos acontecimientos antes de que finalice o incluso
de que comience. Tal es el caso de:

1. Tirar una piedra desde un edificio ( sabemos que se caera).

2. Calentar un cazo de agua ( sabemos que la temperatura sube).

3. Golpear una pelota ( sabemos que se va a mover, e incluso conociendo fuerzas que actian etc,
podemos conocer precisamente dénde caerd ).

Tales acontecimientos o experimentos de los que podemos predecir el resultado antes de que se
realicen se denominan experimentos deterministas.

Sin embargo, analicemos otro tipo de experimentos, mucho més interesantes desde el punto de
vista matematico:

Imaginemos que lanzamos un dado al aire (normal, de 6 caras y no trucado). ;Podemos predecir
el resultado que vamos a obtener?. Evidentemente no. Este es un experimento que no es determinista.
A este tipo de experimentos, en los cuales no se puede predecir el resultado antes de realizar el
experimento se les denomina experimentos aleatorios.

Otros ejemplos de experimentos aleatorios pueden ser:

Tirar una moneda al aire y observar qué lado cae hacia arriba, rellenar una quiniela de futbol,
jugar una partida de pdker y, en general, cualquier juego en el que intervenga el azar.

2.2. Definiciones basicas

La teoria de probabilidades se ocupa de asignar un cierto nimero a cada posible resultado que pueda
ocurrir en un experimento aleatorio, con el fin de cuantificar dichos resultados y saber si un suceso es
mas probable que otro o relaciones parecidas. Con este fin, introduciremos algunas definiciones.

Si realizamos un experimento aleatorio, llamaremos espacio muestral del experimento al conjunto
de todos los posibles resultados de dicho experimento.

Al espacio muestral lo representaremos por E (o bien por la letra griega omega 2 ).

A cada elemento que forma parte del espacio muestral se le denomina suceso elemental.

15
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Ejemplo:
1. ;Cual es el espacio muestral asociado al experimento de lanzar un dado normal al aire y observar
la cara que queda hacia arriba?.
Evidentemente, en este caso hay 6 posibles resultados (6 sucesos elementales) y el espacio mues-
tral estard formado por: E={1,2,3,4,5,6}.
2. (Y en el caso del lanzamiento de una moneda?
Entonces E={C,X}

Ejercicios:

1. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de sacar una carta de entre las diez del palo
de copas de una baraja espanola.

2. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores y
observar la pareja de nimeros que se obtiene.

3. Escribir el espacio muestral asociado al experimento de lanzar dos dados de diferentes colores y
sumar los niimeros que se obtienen.

Llamaremos suceso aleatorio a cualquier subconjunto del espacio muestral. El concepto de suceso
es fundamental en probabilidad. Dicho de forma simple, un suceso de un experimento aleatorio es
cualquier cosa que se nos ocurra afirmar sobre dicho experimento.

Asi, si tiramos una moneda dos veces, serfan sucesos todos los siguientes:

1. Sale al menos una cara.

2. Salen mas caras que cruces.
3. La moneda cae de canto.

4. No sale ninguna cruz.

Llamaremos suceso imposible al que no tiene ningin elemento y lo representaremos por @ .

Llamaremos suceso sequro al formado por todos los posibles resultados (es decir, al espacio mues-
tral) .

Llamaremos espacio de sucesos y lo representaremos por S, al conjunto de todos los sucesos alea-
torios.

Ejemplo:

1. En el caso del lanzamiento de la moneda en el que el espacio muestral era E={C,X} , analicemos
quién es el espacio de sucesos:
- Sucesos con 0 elementos: &
- Sucesos con 1 elemento: {C},{X}
- Sucesos con 2 elementos:{C,X}
De modo que el espacio de sucesos es: S={@,{C}{X},{C,X}}.

2. En el caso del lanzamiento de dos monedas, si haces el diagrama de arbol obtienes el siguiente
espacio muestral:

E= {(Cv C), (CvX)v (X7 C), (XaX)}

El espacio de sucesos tiene ahora 16 elementos, que puedes intentar escribir, siguiendo el esquema
anterior, desde los sucesos con 0 elementos hasta aquellos que tienen 4 elementos. Si describimos
los sucesos que poniamos antes como ejemplos, obtenemos:
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a) Sale al menos una cara={(C,C),(C,X),(X,C)}

)
) Salen mds caras que cruces={(C,C)}
)
)

S

La moneda cae de canto=g&

o

d) No sale ninguna cruz={(C,C)}

3. En el caso del lanzamiento del dado el espacio de sucesos es mucho més amplio (64 elementos.
Seria interesante que intentases escribirlos todos o al menos te dieses cuenta de céomo son ,
aunque no los escribas todos)

En este mismo ejemplo, se puede considerar el suceso A= "sacar un nimero par”. ; De qué sucesos
elementales consta el suceso A?7. Evidentemente, A={{2},{4},{6}}.

Otros sucesos pueden ser: B = ”Sacar un nimero mayor que 5-{{6}}.

C = "Sacar un nimero pary menor que 5-{{2},{4}}.

Ejercicio: Una urna contiene dentro 4 bolas de las cuales 2 son blancas, 1 roja y otra azul. Se saca
una bola de la urna.

a) Escribir el espacio muestral.

b) Escribir los sucesos “no sacar bola azul” y “sacar bola roja o blanca”.

c¢) Escribir el espacio de sucesos.

Los sucesos admiten una representacién grafica que facilita su interpretacion; del modo:

NS

Figura 2.1: Representacion en diagrama de Venn del suceso A

)

Por ejemplo, en el caso del dado:

1 5
SLa
f =

Figura 2.2: Representacién en diagrama de Venn para un dado

A = "salir par y menor que 5”. Estos diagramas se denominan diagramas de Venn.
Propiedad:

Si el espacio muestral tiene n elementos, el espacio de sucesos tiene 2" elementos.

Ejemplo:
En el caso del dado, el espacio muestral tenia 6 elementos y el espacio de sucesos tiene 26 = 64
elementos.

En el caso de la moneda, el espacio muestral tenia dos elementos y el espacio de sucesos tiene
22 = 4 elementos.
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2.3.

Operaciones con sucesos

Si realizamos un experimento aleatorio y consideramos varios sucesos A, B, C, etc, asociados a

dicho experimento, podemos realizar varias operaciones entre ellos. Los méas importantes son:

1.

Tgualdad de sucesos: Dos sucesos A y B son iguales si estdn compuestos por los mismos elementos.
Lo expresaremos por A = B.

Interseccion de sucesos: Llamaremos suceso interseccion de los sucesos A y B, y lo representare-
mos por AN B, al suceso “ocurren A y B a la vez”.
Ejemplo: Si tiramos un dado, ya sabemos que el espacio muestral asociado es E={1,2,3,4,5,6}.

Sean los sucesos A=“sacar un n? par’={2,4,6}, y B=“sacar un ntimero entre 2 y 4 (inclusi-
ve)"={2,3,4}.

El suceso AN B es tal que ocurren A y B a la vez, es decir:
AN B=*“sacar un n° par y que esté entre 2 y 4 (inclusive)”={2.4}.

El suceso A N B son los elementos comunes a los conjuntos A y B (elementos que estan en los
dos conjuntos).

Representado en diagramas de Venn:

& B

o
e =

Figura 2.3: Interseccién de sucesos: AN B

En ocasiones podremos encontrarnos con sucesos que NO tengan elementos en comun. En estos
casos se dice que los sucesos A y B son incompatibles, y su interseccién se representa con el
conjunto vacio:

]
Evidentemente, si los sucesos si tienen interseccion, diremos que son compatibles.
Union de sucesos: Llamaremos suceso unién de los sucesos Ay B y se representa por A U B al

suceso “ocurre A o bien ocurre-B o bien ocurren ambos a la vez” (también podemos decir que
“ocurre alguno”).

Es decir AU B son los elementos que estan en ambos conjuntos (aunque no necesariamente en
los dos a la vez). Representado en diagrama de Venn:

"!:l:" = S o El

| 'l
[l
|

Figura 2.4: Unién de sucesos: AU B
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Ejemplo: En el caso anterior:
AU B="sacar un n? par o un n° que esté entre 2 y 4 (inclusive)”={2,3,4,6}.
NOTA:

Observemos que la interseccién de dos conjuntos siempre es "menor” que la unién, de hecho es
“menor” que el propio conjunto.

Escrito matematicamente:
ANBCAUB ANnBCA AnBCcB ACAUB BCAUB
(El simbolo C significa “contenido”, o que el primer conjunto es un subconjunto del segundo)

4. Suceso contrario de otro: Dado un suceso A, denominaremos suceso contrario de A y se repre-
, T . / o E
sentard por A (o bien A o bien A°) al suceso que tiene por elementos a todos aquellos que no
pertenecen a A.

Ejemplo: Si tiramos un dado, ya sabemos que el espacio muestral asociado es E={1,2,3,4,5,6}.

Como antes, los sucesos A=“sacar un n® par”={2,4,6}, por tanto A={1,3,5} y B= “sacar un
nimero entre 2 y 4 (inclusive)”={2,3,4}, de modo que B={1,5,6}.

En un diagrama de Venn:

Figura 2.5: La parte punteada es A.(Todo lo que no est4 incluido en A)

5. Diferencia de sucesos: Si A y B son dos sucesos, llamaremos diferencia entre A y B al suceso
B— A, que consta de los elementos que estdn en B pero no estdn en A.Por ejemplo, si A={2,4,6},
B={2,3,4}, tenemos que B — A={3}. Se cumple que B = A = B — AN B, y también que
B — A = AN B. Representado en un diagrama de Venn:

& -

.

-~

Figura 2.6: La parte rayada es B — A, todos los elementos de B que no estén en A

De todas formas, hemos de ser cuidadosos con esta operacion: No se debe confundir con una
simple resta como operacion numérica, sino que es una diferencia conjuntista, quitar los elementos
comunes a dos conjuntos.

Ejercicio: En una urna tenemos 9 bolas numeradas del 1 al 9. Sacamos una y anotamos su nimero.
Sean los sucesos: A="sacar un n? primo”B="“sacar un n® cuadrado” (por ejemplo 4 es un ndmero
cuadrado, porque 4=22). Se pide:

a) Describir el espacio muestral.

b) {Cudntos elementos tiene el espacio de sucesos?.



CAPITULO 2. PROBABILIDAD

c) Calcula ANBy AUB.
d) ;Son A y B compatibles o incompatibles?.

e) Calcula A y B.

f) Si C=*“sale un niimero impar”, calcula ANC, BNC,C , AUC,ANC.
Propiedades de las operaciones con sucesos:
Las operaciones con sucesos tienen las siguientes propiedades, la mayoria de ellas bien conocidas:

Interseccion Union

Conmutativa, ANB=BNA AUuUB=BUA

Asociativa AN(BNC)=(AnB)NnC AU(BUC)=(AuB)UC
Idempotente ANA=A AUA=A
Simplificacién AN(AUB)=A AU(ANB)=A
Distributiva | AN(BUG) = (ANB)U(ANC) | AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

Elemento neutro ANE=A4A AUug=A
Absorcion Aug =A AUE =A

20

Ademads de estas sencillas propiedades (que se demuestran facilmente mediante un diagrama de
Venn), las operaciones con sucesos tienen otras dos propiedades muy importantes:

Leyes de De Morgan: Si A y B son dos sucesos, se verifican:

(AUB)=ANB

(An B) SAUB
Demostracion: Demostraremos la primera de las igualdades.
En primer lugar, representemos en un diagrama de Venn (A U B). Para ello, primero representamos

AU B, y luego su contrario (AU B):

g %

"
a P L &_\
|

o = 0 A

.\_
-~

d

Figura 2.7: Imagen 1 corresponde a AU B. Imagen 2 corresponde a AU B

Ahora, representaremos en otro diagrama el otro-miembro, es decir A N B. En primer lugar,
representaremos A, luego B y luego su interseccion:
a ! 3

;

=1

{ & _ﬂi"-- H H :2 B .:é | & K.l‘) E:j

Figura 2.8: Imagen 1 corresponde a A. Imagen 2 corresponde a B. Imagen 3 corresponde a AN B.

Observando los dos resultados, vemos que las partes rayadas son iguales, por lo que la igualdad es
cierta.
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Ejercicio:
1. Mediante un procedimiento similar, demostrar la segunda ley de De Morgan.

2. Luisa y Maria interviene en un torneo de ajedrez. La primera que gane dos partidas seguidas o
tres alternas gana el torneo. Encuentra el espacio muestral con todos los resultados posibles (
suponemos que nunca hacen tablas).

(Indicacién: Utiliza un diagrama de arbol).

3. Consideramos el fenémeno aleatorio extraer una carta de una baraja de 40 y anotarla . Sean los
sucesos A= “sacar oro”, B= “sacar rey”, C= “sacar el rey de bastos”.
) b)

Determina los sucesos:

ANC,ANBNC,AUBUC,AUB

2.4. Asignacion de probabilidades. Regla de Laplace

Hasta el momento hemos descrito lo que es un experimento aleatorio y hemos definido los con-
ceptos basicos asociados a este experimento. Nos falta responder a esta pregunta: ;Como asignar
probabilidades a cada uno de los sucesos de un experimento aleatorio?.

Hay muchas maneras de asignar probabilidades. La mas sencilla e intuitiva la dio el mateméatico
francés Pierre Simon Laplace (1749-1827), quién enuncié la regla que lleva su nombre:

Regla de Laplace:
Si realizamos un experimento aleatorio en el que hay n sucesos elementales, todos igualmente
probables, entonces si A es un suceso, la probabilidad de que ocurra el suceso A es:

numero de casos favorables al suceso A

A) =
p(4) numero de casos posibles

Ejemplo: Lanzamos un dado normal al aire. Consideramos el suceso A= “sale par”. Calcular p(A).
Casos posibles hay 6, pues E={1,2,3,4,5,6}.
Casos favorables al suceso A={2,4,6}.

Sk Wi
Por tanto p(A4) = S, & 0'5.

(Notemos que la probabilidad siempre es un nimero positivo y menor, o a lo sumo igual a 1).

El inconveniente que plantea la definicion de Laplace es que necesariamente los sucesos elementales
tienen que tener la misma probabilidad de ocurrir.

Observemos un caso tan sencillo como el siguiente:

De una urna que contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7 verdes se extrae una bola al azar. Calcula
la probabilidad de que la bola extraida sea :

a) roja

b) verde

c¢) amarilla

El espacio muestral en este caso serfa: E={R,V,A}, que consta sélo de tres elementos, pero seria un
poco ingenuo asignar las probabilidades mediante la regla de Laplace,

p(R)=5 p(V)=3 p(A)=3

porque ya intuitivamente se ve que hay mas posibilidades, por ejemplo, de que salga una bola roja
que de que salga una bola amarilla, de modo que jcémo asignar probabilidades?.
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Fue el matematico ruso Kolmogorov quién precisé este término:
Definiciéon axiomatica de probabilidad:

Una probabilidad p es una funcién que asocia a cada suceso A del espacio de sucesos S , un nimero
real p(A), es decir: p: S — R | y que cumple las propiedades:

1. 0<p(A) <1, (es decir, cualquier suceso tiene probabilidad positiva y menor o igual que 1).
2. p(E) =1 (la probabilidad del suceso seguro es 1).

3. Si Ay B son incompatibles, es decit-A N B = @, entonces p(A U B) = p(A) + p(B). (es decir
la probabilidad de la unién es la suma de las probabilidades si los sucesos tienen interseccién
vacia).

Ejemplo:

Sea un experimento aleatorio cualquiera y definamos en S (espacio de sucesos) la siguiente proba-
bilidad: X .
nimero de elementos del conjunto A

p(4) =

Comprobemos que p es una probabilidad.

Para ello, comprobemos las tres propiedades:

a) Se ve que la probabilidad de cualquier suceso estd entre cero y uno, puesto que cualquier conjunto
que tenga elementos ya tendra probabilidad positiva, y el nimero de elementos de cualquier conjunto

numero total de elementos

no puede ser mayor que el nimero total de elementos existentes.
b) p(E) = 1, es evidente.
¢) Tomemos dos sucesos A y B que no tengan elementos en comin. Entonces:

p(AUB) = elementos que forman parte de A o de B i

numero total de elementos

numero de elementos de A + ntumero de elementos de B
= = p(A) + p(B)

numero total de elementos

puesto que si A y B no tienen elementos comunes, el nimero de elementos de la union es la suma de
los elementos de cada conjunto por separado.

Por tanto se cumplen las 3 propiedades y p asf definida es una probabilidad. Esta serd la definicion
de probabilidad que utilicemos a partir de ahora.

Ejemplo:
En el ejemplo de las urnas anterior, lo logico es definir la probabilidad asi: Como en total hay 20
8 7 5
1 j il = — = — = —.
bolas y 8 son rojas, 7 verdes y 5 amarillas, p(R) 55 p(V) 2z p(A) 20

Se puede comprobar que asi definida p es una probabilidad.

Sin embargo, comprobar las propiedades de la definicién de Kolmogorov es una labor larga y engorrosa,
puesto que hay que verificar que se cumple para todos aquellos sucesos del espacio de sucesos S, que es
ciertamente amplio en muchas ocasiones. El siguiente resultado simplifica la tarea de decidir cudndo
una funcién p sobre el espacio de sucesos es una probabilidad, basdndose s6lo en los sucesos elementales,
es decir, aquellos que forman parte del espacio muestral. Lo enunciaremos sin demostracién:
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Propiedad
Si wy,ws, ..., w, son los n sucesos elementales de un suceso aleatorio cualquiera,p una funcién
p: S — R de modo que cumple las propiedades:

1. 0<p(w)<1Vie{l,2,. .. n}
2. plwr) +plwa) + ...+ plw,) =1

Entonces p es una probabilidad.

Ejemplo: Comprobar si las siguientes funciones definidas para los sucesos elementales son probabilidad,

siendo E={a,b,c,d} el espacio muestral del experimento aleatorio:
1 1

1 1
a) pla) = 5, p(b) = 3,p(c) = 7.p(d) = =
Es obvio que la primera propiedad se cumple, puesto que las 4 probabilidades son niimeros positivos

menores que 1.
Para ver si se cumple la segunda, basta realizar la suma:
Lol W

) +1730+20+15+12v77
B 0 T e 60 60

que evidentemente NO es 1, luego p NO es probabilidad.

b) p(a) = ip(b) = %71)(6) =0,p(d) = %

Es obvio que la primera propiedad se cumple, puesto que las 4 probabilidades son niimeros positivos
0 cero menores que 1.

Para ver si se cumple la segunda, basta realizar la suma:

1 1 1+2+1
Y 2 S s b

1
= 1
4 2 4

luego p SI es probabilidad.

Consecuencias de la definicién de probabilidad:

1. p(4) =1-p(4)
En efecto, puesto que £ = AU A y ademas A y A son incompatibles, resulta por la propiedad
3) de la definicién que
p(E) =p(4A U A) = p(A) +p(4)

Y por la propiedad 2), p(E)=1, luego 1. = p(4) +p(A) y por tanto p(4) = 1 — p(A).

2. p(@)=0

Como E = @, resulta que:

p(E)=p(@)=1-p(E)=1-1=0

3. Si Ay B son dos sucesos cualesquiera,

p(AU B) =p(A) +p(B) —p(AN B)

4. Si A, By C son tres sucesos cualesquiera,

p(AUBUC) =p(A)+p(B)+p(C)—p(ANB) —p(ANC) —p(BNC)+p(ANBNC)
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Ejemplo:
Se tira una moneda 3 veces. Calcular la probabilidad de obtener alguna cara.

Los problemas de este tipo, en los que se pide la probabilidad de obtener “alguna” cosa, se suelen
resolver muy bien por paso al complementario. En este caso concreto, A = “obtener alguna cara”.
A= “no obtener ninguna cara”’= “obtener 3 cruces”.

1
Entonces, p(A) = g » bues hay 8 casos posibles (2-2-2, jhaz el diagrama de arbol!) y sélo uno
favorable (XXX, 3 cruces), por tanto:

= 17
A)=1=-pA)=1—-=—
p(4) p(4) 2= 3
Ejercicio:
Calcular la probabilidad de obtener al menos 1 seis si se lanza 4 veces un dado.
Ejemplo:

Se lanza un dado dos veces y se suman las dos caras. Sea A el suceso A= “la suma de resultados
es mayor o igual que 10”7y B= “la suma de los resultades es multiplo de 6”. Calcular p(A), p(B) y
p(ANB).

Hay 36 posibles resultados al lanzar dos veces un dado. ;Cudntos de ellos suman 10 0 mas?

Que sumen 10: (4,6), (5,5), (6,4)

Que sumen 11: (5,6), (6,5)

Que sumen 12: (6,6)
6 1
Por tanto, p(A) = ol &

;, Cuantos hay que sumen multiplo de 67
Que sumen 6: (1,5), (2,4),(3,3), (4,2), (5,1)
Que sumen 12: (6,6)

6
Por tanto, p(B) = N =

En cuanto a AN B = (6,

(@)}
o O

1
1 ANB)=—.
)7 uegop( ) 36

Ejercicios:
1. Se ha encargado la impresién de una encuesta a una imprenta, que imprime 12 folios defectuosos
de cada 1000. Hallar la probabilidad de que elegido un folio de la encuesta al azar:
a) Esté mal impreso.
b) Esté correctamente impreso.
2. Una bolsa contiene 8 bolas numeradas. Se extrae una bola y anota su nimero. Sean los sucesos
A= “salir par”, B= “salir impar”, C= “salir multiplo de 4”.

Calcular las probabilidades de AUB, AUC, BUC, AU BUC.

3. Extraemos una carta de una baraja espanola. Calcula:
a) La probabilidad de que sea un rey o un as.
b) La probabilidad de que sea un rey o una copa.
c¢) La probabilidad de que sea un rey y una copa.
4. En el banquete posterior a una boda se sientan en la presidencia 10 personas, entre los cuales se

encuentran los novios. Calcular la probabilidad de que los novios estén juntos en el centro de la
mesa.
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2.5. Probabilidad condicionada

Hasta ahora nos hemos limitado a calcular probabilidades inicamente partiendo de un experimento
aleatorio, sin tener mas informacion. Pero, ;qué ocurre si conocemos alguna informacién adicional?.
Supongamos que estamos realizando el experimento aleatorio de lanzar un dado y obtener el

ntimero que sale. Consideremos el suceso A= “sale un 4”. Evidentemente, p(A4) = —.

Ahora bien, jvariaria esta probabilidad si al lanzar el dado alguien pasa por alli y nos dice que ha
salido un nimero par?.

Disponemos entonces de una informacién adicional, B={2,4,6}.

Hemos reducido nuestro espacio muestral, que ahora sélo consta de 3 elementos y tenemos que

cambiar las probabilidades asignadas.
1
Ahora el suceso A no tiene una posibilidad entre 6 de ocurrir, sino una entre tres, es decir, p(4) = =.

Esta es la idea de la probabilidad condicionada: La informacion obtenida B, modifica la proba-
1
bilidad de A. Lo expresaremos asi: p(4/B) = A’ G lee “probabilidad de A condicionada a B” o

“probabilidad de A conociendo B”.

El caso anterior es muy seneillo, pues directamente podemos calcular p(A/B), pero si el espacio
muestral se amplia, el problema es mas complicado. La férmula siguiente simplifica el problema.

Definicion:

Sea A un suceso aleatorio asociado a un experimento aleatorio, y sea B otro suceso que sabemos
que se ha realizado.

Llamaremos probabilidad de A condicionada a B y lo expresaremos por p(A/B) a la expresion:

p(ANB)
p(B)

(de idéntico modo se define p(B/A), escribe la férmula).

p(A/B) =

Ejemplo: Para el caso anterior,
3 1

1
AmB:{4}—>p(AmB):6.
Luego:

R Didel B 1

N oy =
|
I

es lo mismo que obteniamos antes directamente.

Ejercicios:
1. Calcula la probabilidad de que la suma de las caras de dos dados sea mayor a igual que 10
sabiendo que en el primer dado ha salido un seis.
2. Se lanzan dos dados:jcudl es la probabilidad de obtener una suma de puntos igual a siete?.

Si la suma de puntos ha sido 7, jcudl es la probabilidad de que en alguno de los dados haya
salido un 37
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2.6. Sucesos independientes

Si bien el conocer cierta informacion adicional modifica la probabilidad de algunos sucesos, puede
ocurrir que otros mantengan su probabilidad, pese a conocer dicha informacion.
Por ejemplo, en el lanzamiento de un dado, consideremos los sucesos: A= “sacar un nimero par”
y B= “sacar un nimero menor o igual que 2” Es claro que A= {2,4,6} y B= {1,2}.
Calculemos la probabilidad de A conociendo que se ha realizado el suceso B, es decir, p(A/B).
Utilizando la férmula:
p(ANB)

p(A/B) = BEDE)

»(B) -0

1
2

Wl o~

1 1
puesto que p(A N B)=p(sacar par y menor o igual que 2>:6 y p(B):g.

Pero si no conociésemos la informacion B, jcudl seria la probabilidad de A?.
3 .,
p(A)=p(sacar par):é = 0’5, es decir que p(A/B)=p(A), y por tanto el conocer la informacién B

no modifica la probabilidad de A.
Cuando esto ocurre es decir, cuando p(A/B) = p(A), diremos que los sucesos A y B son indepen-
dientes (el hecho de que ocurra B no modifica la probabilidad de A).

Propiedad:
A'y B son sucesos independientes <= p(AN B) = p(4) - (B).

Demostracion: =) Si A'y B son independientes, p(A/B) = p(A), y por la férmula de la probabilidad

B B
condicionada,p(A/B) = %, luego % = p(A), y por tanto p(AN B) = p(A) - p(B).
<) Partiendo de p(AN B) = p(A) - p(B), entonces

o) ~2ADE)_p)0(B)

luego p(A/B) = p(A) y por tanto A y B son independientes.

Ejemplo:

1 1 1
En el caso anterior, p(ANB) = g ypor otra parte p(A) = »y 25 )~ g,luego se cumple que

p(ANB) = =252 (4) p(B)

DO |
Wl

luego A y B son independientes.
Ejercicio:

2 1
De dos sucesos conocemos que p(A U B) = 3V p(A) = 5 calcula p(AN B) y p(B) para que A y

B sean independientes.
(Indicacién: Utilizar la férmula de la unién de dos sucesos y la de la independencia de sucesos).

(Solucién: p(B) = &5, p(AN B) = &).
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NOTA IMPORTANTE:
No se deben confundir los conceptos de sucesos incompatibles y sucesos independientes. Dos sucesos
son incompatibles cuando no tienen elementos en comun, es decir, AN B = @&, o con diagramas de

“

Figura 2.9: A y B incompatibles, sin elementos en comun.

Venn:

Ll

Dos sucesos son independientes si p(ANB) = p(A)-p(B). Son conceptos totalmente distintos. Uno
se refiere a CONJUNTOS y otro se refiere a PROBABILIDADES.

2.7. Experimentos compuestos. Teorema de la probabilidad total.

Un experimento compuesto es aquel que consta de dos o mas experimentos aleatorios simples.
Es decir, si tiramos un dado, o una moneda, son experimentos aleatorios simples, pero si realizamos
el experimento de tirar un dado y posteriormente una moneda, estamos realizando un experimento
compuesto.

Propiedad:

De la féormula para calcular la probabilidad condicionada se deduce inmediatamente que:

p(ANB) =p(B)-p(A/B) y p(ANB)=p(A):p(B/A)

Ejemplo: Se extraen 2 cartas, sucesivamente, de una baraja de 40. Calcular la probabilidad de extraer
2 sotas.

Sea A = “sacar sota en la 1#” y B = “sacar sota en la 22”.

Nos piden p(AN B).

Segtn la férmula anterior, p(AN B) =p(A) - p(B/A). # ;

Ahora bien , p(A) = 0, Nl p(BJA) = 39 —.131Pt lo que p(A) = 1V <ETTh

La forma maés sencilla de calcular probabilidades en experimentos compuestos es un digrama de
arbol, donde en cada rama situamos la probabilidad que le corresponde al suceso del final de dicha
rama. Estas probabilidades que se van poniendo en el drbol son probabilidades condicionadas, porque
dependen de los resultados anteriores.

En el caso del ejercicio anterior, el diagrama serfa:

By —>o

o —35 _
Hfag —3

e —D

Bl —>D _
Bfzs —>5

Figura 2.10: Diagrama de &rbol para la extraccién de sota(S) u otra carta (S)
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Nota:
Este mismo resultado se podria haber obtenido sin usar la probabilidad condicionada, del modo:

40
Formas de elegir 2 cartas de entre 40:< 5 )

4
Formas de elegir 2 sotas entre 4= <2>

4
casos favorables B <2> B i B L
casos posibles <40> 780 130
2

Por la regla de Laplace, p(obtener 2 sotas)=

Ejercicios:

1. Una urna contiene 9 bolas rojas y 5 negras. Se extraen sucesivamente 2 bolas. Calcula la proba-
bilidad de que:

a) la primera bola sea roja y la segunda negra.

b) una sea roja y la otra negra.

2.  En una bolsa hay 4 canicas rojas, 4 azules y 2 verdes. Se extraen 3 canicas que resultan ser 2
rojas y una azul. Sin devolverlas a la bolsa se saca otra canica, jde qué color es mas probable
que salga?.

Ejemplo:

Tenemos dos urnas, una con 7 bolas rojas y 2 azules, y otra con 3 bolas rojas y 8 azules. Tiramos
un dado. Si nos sale un 3 o un 5, sacamos una bola de la primera urna y en caso contrario, sacamos
una bola de la segunda urna. ;Cuédl es la probabilidad de que la bola extraida sea azul?.

Evidentemente estamos realizando un experimento compuesto. En primer lugar, se trata de elegir una

urna, para lo cual lanzamos un dado. Si U;= “elegir la urna 1”7 y U= “elegir la urna 2”7, es claro que
1 4 W2

2
p(U1):6 =37 P(UQ):E %

Por otra parte, luego realizamos otro experimento consistente en sacar una bola de la urna elegida.
Si A= “sacar una bola azul”, las probabilidades que conocemos son:

2
p(A/Ur) = 9
y
8
p(AfUs2)= 11
Lo que nos piden es p(A). Para calcular dicha probabilidad, si representamos el diagrama de drbol:
s =K

%%Ultf o
q—

31— R

AL -3'_73<%F A
11—

Figura 2.11: Diagrama de arbol para la extraccién de bolas

Como la probabilidad de A depende de la urna en la que estemos, basta multiplicar las probabili-
dades de cada rama que llegue a la bola azul y luego sumar los 2 resultados, es decir:

22 4 8 4 32 166
A:_,_ _ . — = — —:—:0/559
PA) =5 576 11 5166 207
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La justificacion tedrica para proceder asi la da el teorema de la probabilidad total.

Teorema de la probabilidad total: Si Ay, Ao, ..., A, son sucesos incompatibles 2 a 2, y cuya unién
es el espacio muestral (41 U Ay U...UA, = E), y B es otro suceso, resulta que:

(p(B) = p(A1) - p(B/A1) + p(As) - p(B/As) + ...+ p(Ay) - p(B/A,) |

Nota: El conjunto Ai, Ao, ..., A, que verifica la incompatibilidad 2 a 2 y que la unién de todos ellos es
el espacio muestral se denomina sistema completo de sucesos y este sistema “divide el espacio muestral
en partes que no se solapan”. Mediante representacion gréfica:

by

i L
Figura 2.12: Sistema completo de sucesos: A1, As, ..., A,
Ejemplo: Para el caso anterior, A; = “sacar la bola de la urna 17”.

As= “sacar la bola de la urna 2”.
B= “sacar bola azul”.
Y aplicando el teorema:

D Ta MY . .l
Z . 3 —> =0/559

p(B) = p(AL) p(B/A) +p(A2) p(BJA2) = ¢ - 5+ = 1= o4 T o6 = 557

Ejemplo: En un colegio se imparten sélo los idiomas inglés y francés. E1 80% de los alumnos
estudian inglés y el resto francés. El1 30% de los alumnos de inglés son socios del club musical del
colegio y de los que estudian francés son socios de dicho club el 40 %. Se elige un alumno al azar.
Calcular la probabilidad de que pertenezca al club musical.

En estos problemas es importante elegir el sistema completo de sucesos. En este caso: A;= “estudiar
inglés”

As= “estudiar francés”

B= “ser del club musical”

Nos piden p(B). Por el teorema anterior:

80 30 20 40 8

p(B) = p(A1) - p(B/Ar) +p(Az) - p(B/A3) ™00 100 Tdl = 55 =93

Mediante el diagrama de arbol:

20f 100 — B
50/ 100 —}fjll .
80f100 —B
0f 100 =B
20100 —}Ag .
0f100 —B

Figura 2.13: Diagrama de arbol para el problema de idiomas y club musical

Se obtiene el mismo resultado.
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Ejercicio:

Se tienen dos urnas, la primera de las cuales tiene 6 bolas blancas, 4 negras y 2 rojas y la urna 2
tiene 3 bolas blancas y 7 negras.

Se lanza un dado al aire, y si sale multiplo de 3 se saca de la primera urna y en otro caso se saca
una bola de la segunda urna.

Calcular la probabilidad de que sea:

a) bola blanca  b) bola negra  c¢) bola roja.

o 11026 1
Solucién: 55, 3=, 13-

2.8. Tablas de contingencia

Las tablas de contingencia estan referidas a 2 caracteristicas que presentan cada una dos o més
SUCesos.

Ejemplo: En un taller se sabe que acuden, por la manana 3 automoéviles con problemas de eléctricos,
8 con problemas mecénicos y 3 con problemas de chapa. Por la tarde hay 2 con problemas eléctricos,
3 con problemas mecénicos y 1 con problemas de chapa.

a) Calcular el porcentaje de los que acuden por la tarde.

b) Calcular el porcentaje de los que acuden con problemas mecénicos

c¢) Calcular la probabilidad de que un automévil con problemas eléctricos acuda por la manana.

Resumiendo los datos en una tabla de contingencia:

Pr. eléctricos | Pr. Mecédnicos | Pr. de chapa | Total
Manana 3 8 3 14
Tarde 2 3 1 6
Total 5 11 4 20

a) En total acuden 20 y por la tarde acuden 6, luego:
p(

b)
(

11
p(problemas mecénicos)zﬁ = 0’55, es decir, el 55 %.

6
acudir por la tarde):% = ('3, es decir, el 30 %.

En total acuden 20 y con problemas mecanicos hay 11, luego:

¢) Aqui tenemos una informacién adicional (es un coche que tiene problemas eléctricos), luego se
trata de una probabilidad condicionada.Con problemas eléctricos hay 5 y de ellos 3 por la manana,
luego:

p(acudir por la manana/problemas eléctricos):§ = 0'6, es decir, el 60 %.

En una tabla de contingencia puede que nos falten datos, pero se pueden hallar ficilmente con los
datos que son conocidos.

Ejemplo Para tratar de curar una enfermedad se aplica un tratamiento nuevo a 81 pacientes de un
hospital, mientras que en el mismo hospital hay otros 79 pacientes que siguen un tratamiento antiguo
contra la misma enfermedad. En total, con ambos tratamientos los curados son 103, de los cuales 60
lo son gracias al tratamiento nuevo. Si tratamos de construir la tabla, con los datos del problema se
obtiene:

Tratamiento antiguo | Tratamiento nuevo | Total
Curarse 60 103
No curarse

Total 79 81
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Completa la tabla y responde a las cuestiones:
Si se elige un individuo al azar, calcula la probabilidad de que:

1. Se haya curado.

2. No se haya curado.

3. Se haya curado con el nuevo tratamiento.

4. No se haya curado con el nuevo tratamiento.
5. Se haya curado con el tratamiento antiguo.

6. No se haya curado con el tratamiento antiguo

2.9. El teorema de Bayes.

Como consecuencia del teorema de la probabilidad total y de las propiedades de la probabilidad
condicionada, resulta este importante teorema que permite calcular probabilidades condicionadas.

Teorema de Bayes:
Si Ay, As, ..., A, son sucesos incompatibles 2 a 2, y cuya unién es el espacio muestral
(AU AU ...UA, = E), y B es otro suceso, resulta que:

p(A4:) = p(B/A;)
(A1) - p(BfA1) +p(As) - p(B/As) + ...+ p(An) - p(B/A,)

p(Ai/B) = 4

Demostracion: (4" B)
.\ plAa;
Por definicién,p(A;/B) = ————=.
p(Ai/B) (B o
Ahora bien, recordando que p(A4; N B) = p(4;) - p(B/A4;), debido a que p(B/A;) = pZ(A~) .
Por tanto, combinando los dos hechos: §
p(AiNB) _ p(Ai)-p(B/A:)
i AF - v(B)
Como por el teorema de la probabilidad total es:
p(B) = p(A1) - p(B/A1) + p(A2) " p(B/A2) + ... + p(An) p(B/An)
resulta que sustituyendo:
p(As/B) = p(4i) -p(B/Ai) _ p(4i) - p(B/A;)
' p(B) p(A1) - p(B/A1) + p(Ag) - p(B/A2) + ...+ p(An) - p(B/An)

y el teorema queda demostrado.

Nota:
Las probabilidades p(A;) se denominan probabilidades a priori.
Las probabilidades p(A;/B) se denominan probabilidades a posteriori.
Las probabilidades p(B/A;) se denominan verosimilitudes.
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Ejemplo:

Dos clases de 2° de Bachillerato, una de 28 alumnos y otra de 35 alumnos hacen conjuntamente
un examen de Matematicas. La probabilidad de aprobar de los alumnos de la primera clase es de 0’68
y los de la segunda del 0’73. Se toma un examen al azar y resulta que esta aprobado. ;Cudl es la
probabilidad de que sea de un alumno de la 12 clase?.

Sea A;= “el examen es de un alumno de la primera clase”

Ao= “el examen es de un alumno de la segunda clase”

B= “el examen estd aprobado”

Nos piden p(A;/B).

Hagamos antes que nada un diagrama de arbol:

nes — B
Bles —A <
e —B
075 —» B
gz A, < -
027 — B

Figura 2.14: Diagrama de arbol para el problema del examen

Por el teorema de Bayes:

p(41) - p(B/A1)

p(A1/B) = p(A1) - p(B/Ay) + p(Az) -p(B/As)
Sustituyendo:
25 068 0'302
AANG) = 28 ofz?; + 35 073 - 708 N
63 63

p(A;1) es la probabilidad “a priori”, es decir , antes de realizar el experimento y careciendo de
informacion.

28
En este caso p(Ay) = TN 0'444.
p(A1/B) es la probabilidad “a posteriori”, después de realizarlo y conocer més informacién. En
este caso p(A;/B) = 0'427 (es algo-menor).

Ejercicio:

Se tienen dos urnas. En la primera hay 10 bolas blancas, 7 negras y 5 rojas. En la segunda 24
blancas, 4 negras y 9 rojas. Se elige una urna al azar y se saca una bola. Calcular:

a) Probabilidad de sacar bola blanca.

b) Sabiendo que la bola extraida es blanca, probabilidad de que provenga de la segunda urna.

14 249 264
Solucién: g3%, 119



Capitulo 3

DISTRIBUCION BINOMIAL Y
DISTRIBUCION NORMAL

3.1. Introduccion

Estudiaremos en este tema dos de las distribuciones de probabilidad mas importantes y que son
imprescindibles a la hora de adentrarnos en el estudio de la inferencia estadistica. La distribucién
binomial es uno de los primeros ejemplos de las llamadas distribuciones discretas (que s6lo pueden
tomar un numero finito, o infinito numerable, de valores). Fue estudiada por Jakob Bernoulli (Suiza,
1654-1705), quién escribié el primer tratado importante sobre probabilidad, “Ars conjectandi” (El
arte de pronosticar). Los Bernoulli formaron una de las sagas de matematicos mas importantes de la
historia. La distribuciéon normal es un ejemplo de las distribuciones continuas, y aparece en multitud
de fenémenos sociales. Fue estudiada, entre otros, por J.K.F. Gauss (Alemania, 1777-1855), uno de los
mas famosos matematicos de la historia. La gréafica de la distribucion normal en forma de campana se
denomina Campana de Gauss.

3.2. La distribucion binomial o de Bernoulli

La distribucién binomial esté asociada a experimentos del siguiente tipo:

- Realizamos n veces cierto experimento en el que consideramos sélo la posibilidad de éxito o
fracaso.

- La obtencién de éxito o fracaso en cada ocasién es independiente de la obtencién de éxito o
fracaso en las demads ocasiones.

- La probabilidad de obtener éxito o fracaso siempre es la misma en cada ocasién.

Veamoslo con un ejemplo

Tiramos un dado 7 veces y contamos el nimero de cincos que obtenemos. ;Cual es la probabilidad
de obtener tres cincos?.

Este es un tipico ejemplo de distribucién binomial, pues estamos repitiendo 7 veces el experimento
de lanzar un dado. ;Cual es nuestro éxito?.

Evidentemente, sacar un 5, que es en lo que nos fijamos.

El fracaso, por tanto, serd no sacar 5, sino sacar cualquier otro nimero.

, 1
Por tanto, Exito = E = “sacar un 5" = p(E) = G

Fracaso = F = “no sacar un 57 = p(F) = 6

Para calcular la probabilidad que nos piden, fijémonos en que nos dicen que sacamos 3 cincos y
por lo tanto tenemos 3 éxitos y 4 fracasos, jde cudantas maneras pueden darse estas posibilidades?.
Podriamos sacar 3 cincos en las 3 primeras tiradas y luego 4 tiradas sin sacar cinco, es decir: EEEFFFF

Pero también podriamos sacar EFEFFFE, es decir que en realidad estamos calculando de cuantas

38
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maneras se pueden ordenar 4 fracasos y 3 éxitos. Recordando las técnicas combinatorias, este problema
se reduce a calcular las permutaciones con elementos repetidos:

54 T 7-6-5

>t = = = 35formas
3.4 3.2.1

1
Y por tanto, como p(E) = R tengo 3 éxitos y p(F') = = y tengo 4 fracasos:

— ol

p(tener 3 éxitos y 4 fracasos) =35+ =~ = —.—=.—. — =0/0781

1
Formalizando lo obtenido, en una variable binomial con 7 repeticiones y con probabilidad de éxito 5’

la probabilidad de obtener 3 éxitos es 0’0781, y lo expresarfamos:
1
Bin (7; 6) ,entonces p(X = 3) = 00781

Como repetir este proceso seria bastante penoso en la mayoria de los casos, lo mejor es recurrir a la
siguiente férmula que expresa la probabilidad de obtener cierto niimero de éxitos en una distribucién
binomial:

Definicion de distribucion binomial:

Si realizamos n veces un experimento en el que podemos obtener éxito, E, con probabilidad p y
fracaso, F, con probabilidad q (¢ = 1 — p), diremos que estamos ante una distribucién binomial de
pardmetros n y p, y lo representaremos por Bin(n;p). En este caso la probabilidad de obtener k éxitos
viene dada por:

n .
p(X =k) = (k) p" g

Nota:
Observar que las probabilidades de éxito y fracaso son complementarias, es decir, ¢ = l-p y p =
1-q, por lo que basta saber una de ellas para calcular la otra.

Ejemplo:
1
Antes tenfamos Bin(?; 6) , vy querfamos calcular p(X=3) (obtener 3 éxitos). Aplicando la férmula:

7 e Vs
X = 3) ol AR = T o
R (3) (6) (6)
Ejemplo:

Supongamos que la probabilidad de que una pareja tenga un hijo o una hija es igual. Calcular la
probabilidad de que una familia con 6 descendientes tenga 2 hijos.

En este caso Exito = E = “tener hijo” y p(E) = 0’5.

Fracaso = F = “tener hija” y p(F) = 0’5.

Estamos por tanto ante una binomial Bin(6;0’5) y nos piden p(X=2).

Si aplicamos la férmula es:

p(X =2) = <2) (0'5)% - (0'5)* = 0'2344

Nota:

La eleccién de éxito o fracaso es subjetiva y queda a eleccion de la persona que resuelve el problema,
pero teniendo cuidado de plantear correctamente lo que se pide. En el caso concreto del ejemplo
anterior, si:

Exito = “tener hija”, como nos piden la probabilidad de que una familia con 6 hijos tenga 2 hijos,
si el éxito es tener hija hemos de plantearnos cudl es la probabilidad de tener 4 éxitos (4 hijas), es
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decir:
p(X =4) = <4) (0'5)% - (0'5)% = 0'2344

Evidentemente sale lo mismo, pero hay que ser consecuente a la hora de elegir el éxito y el fracaso y
la pregunta que nos hagan.

3.2.1. El uso de las tablas de la distribucion binomial

La distribucién binomial se encuentra tabulada por lo que es facil calcular probabilidades sin
necesidad de hacer demasiadas cuentas. Para usar las tablas de la distribucién binomial es necesario
conocer:

- El nimero de veces que se realiza el experimento (n).

- La probabilidad de éxito (p).

- El ntimero de éxitos (k).

La probabilidad p se busca en la primera fila (valores desde 0’01 hasta 0’5).

El nimero de veces que se realiza el experimento, en la primera columna (valores desde 2 a 10) y
el nimero de éxitos a su lado.

Por ejemplo en el caso anterior, Bin (6;0’5) , p(X=2), la columna p=0’5 es la tdltima, y cuando
n=6 y k=2 encontramos 0’2344, el valor que habiamos calculado.

Nota importante: El caso en que p > 0’5, no se encuentra tabulado.

La razén es bien sencilla. Si p > 0’5, entonces ¢ < 0’5 y basta intercambiar los papeles de éxito y
fracaso para que podamos utilizar la tabla.

Ejemplo:

La probabilidad de que un alumno de 2°2 de Bachillerato apruebe las Matemadticas es de 0°7. Si
consideramos un grupo de 8 alumnos, jcual es la probabilidad de que cinco de ellos aprueben las
Matematicas?.

Si éxito = “aprobar” y fracaso = “suspender”, entonces p = 0’7 y q = 0’3.

Tenemos, por tanto, una Bin(8;0°7).

Nos piden caleular p(X=5), que no se puede calcular mediante las tablas porque p = 0’7 y sélo
tenemos hasta p = 0’5. Por tanto si intercambiamos éxito = “suspender” y fracaso =“aprobar” entonces
p = 0’3, g = 0’7, es decir la nueva binomial es Bin(8;0’3) y nos piden que aprueben 5 de 8, es decir
que suspendan 3 de 8 o lo que es lo mismo, que tengamos 3 éxitos, p(X=3), y buscando en la tabla es
p(X=3) = 0'2541.

También, desde luego podriamos haber utilizado la férmula desde el principio, utilizar la Bin(8;0°7)
y olvidarnos de tablas para hacer:

p(X =5)= (i) - (0'7)° - (0/3)% = 0'254

3.2.2. Probabilidades acumuladas

Es posible que nos pidan no sélo la probabilidad de que ocurran un cierto niimero de éxitos en
concreto, sino que ocurran como mucho “k” éxitos o preguntas similares. En el ejemplo anterior, por
ejemplo, podrian pedirnos:

a) {Cudl es la probabilidad de que aprueben como mucho 2 alumnos?.

Si éxito = aprobar y fracaso = suspender, p= 0’7 y q = 0’3, entonces nos piden p(X < 2). En
este caso, basta pensar en que para que aprueben 2 alumnos como mucho, puede que aprueben 2, 1 o
ninguno, es decir:

P(X <2)=p(X =0)+p(X =1) + p(X = 2) = 00001 + 00012 + 0’01 = 0’1013

(haz las cuentas)
b) {Cuél es la probabilidad de que aprueben entre 3 y 6 alumnos (inclusive)?.
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Del mismo modo:

PB<X<6)=p(X =3)+p(X=4)+p(X =5)+p(X=6) =
— 00467 + 0'1361 + 02541 + 02965 = 0'7334

Hemos de tener en cuenta que para la distribucién binomial, en las tablas sélo se admiten valores
hasta n=10 (10 repeticiones del experimento). Para valores de n > 10, inevitablemente hemos de
utilizar la férmula.

Ejemplo:

Los alumnos de cierta clase se encuentran en una proporcién del 67 % que estudian inglés y el resto
francés.

Tomamos una muestra de 15 alumnos de la clase, calcular:

a) Probabilidad de que al menos encontremos tres alumnos de inglés.

b) Probabilidad de que los 15 alumnos estudien inglés.

c¢) Probabilidad de que estudien inglés entre 7 y 10 alumnos.

Si éxito = estudiar inglés, p = 0’67 y fracaso = estudiar francés, q = 1-0’67 = 0’33. Manejamos
por tanto una Bin(15;0’67)

a)p(X 23)=p(X=3)+p(X =4)+p(X =5)+p(X =6)+...+p(X =15).

Una opcion es calcular estas 13 probabilidades y sumarlas. Como hay que aplicar la férmula para
calcular cada una, la tarea se puede hacer bastante larga. Otra opcién, mas sencilla, es pasar al
complementario. El complementario de encontrar al menos 3 alumnos de inglés es encontrar como
mucho 2 alumnos de inglés, p(X < 2).

Es decir,

p(X>23)=1-pX<3)=1-p(X<2)=1—(p(X =0)+p(X =1) +p(X =2))

y s6lo tenemos que caleular 3 probabilidades: p(X =0) = 0, p(X=1) = 0°000001, p(X=2) = 0°000026
(jcompruébalo!).
Por lo cual,

p(X > 3) =1~ (04 0000001 + 0'000026) = 1 — 0000027 = 0'999973

b) p(X=15) = 0’0025 (aplica la férmula).

p(T<X<10)=p(X =7)+p(X =8)+p(X =9) +p(X =10) =
= 005494 0’1114 + 0'1759 + 0’2142 = 0'5564.

3.2.3. Media y desviacion tipica en una distribucion binomial

Aunque no se demostard, en una distribucién binomial Bin(n;p), el nimero esperado de éxitos o
media, viene dado por Z = n - p. (Recordemos que la media es una medidad de centralizacién).

La desviacién tipica, o , que es una medida de dispersién y mide lo alejados que estan los datos
de la media, viene dada por 0 = /n-p-q.
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3.3. La distribucion Normal

Al estudiar aspectos tan cotidianos como:

- Caracteres morfoldgicos de individuos ( personas, animales, plantas) de una misma raza. como
tallas, pesos, envergaduras, etc.

- Caracteres fisiolégicos, como el efecto de una misma dosis de un farmaco, o de una misma cantidad
de abono.

- Caracteres socioldgicos, como el consumo de ciertos productos por individuos de un mismo grupo
humano.

- Caracteres psicolégicos, como el cociente intelectual, grado de adaptacion a un medio.

- Caracteres fisicos, como la resistencia a la rotura de ciertas piezas. ..

todos ellos tienen en comtn que se distribuyen “normalmente”. ;Qué quiere decir esta expresiéon?.
Pués, por ejemplo, si hacemos una estadistica para conocer la altura de 1400 mujeres y representamos
los resultados en un diagrama de barras, obtenemos:

430
400~
250+
200
250
200 -
150 7
100

S0 o
o - [ 1

141 146 151 126 181 166 171 176

Figura 3.1: Distribucion de estaturas de 1400 mujeres

Las gréficas de este tipo son muy corrientes: Hay pocos individuos en los extremos y un aumento
paulatino hasta llegar a la parte central del recorrido, donde esté la mayoria de ellos.

Definicion: Diremos que una distribucion de probabilidad sigue una distribucion normal de media T
y desviacion tipica o, y lo representaremos por N (Z; o) cuando la representacion gréfica de su funcién
de densidad es una curva positiva continua, simétrica respecto a la media, de maximo en la media, y
que tiene 2 puntos de inflexién , situados a ambes lados de la media (T — o y T + o respectivamente)
y a distancia de o ella, es decir de la forma:

T

T
g
ral

. TN . . ;. , _ 1
Figura 3.2: Distribucién normal N(7; ). El maximo esté en (7, m)
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Dependiendo de los valores que tomen T y o, la gréifica de esta funcién puede ser méds o menos
alargada, achatada, etc..., pero en cualquier caso siempre tiene las mismas condiciones de simetria,
continuidad, etc resenadas anteriormente.

El concepto de funcién de densidad introducido anteriormente no se estudiara con profundidad.
Baste decir que la funcién de densidad determina la forma de cada distribucion de probabilidad. En
el caso de la distribuciéon normal de pardmetros T y o, dicha funcién viene dada por:

fo) = 5

€T) = - e o
V2102

Propiedad:

El rea encerrada bajo la curva normal N(7; o) siempre es 1.

La demostracién de este resultado no es nada-sencilla-e implica el uso de resultados matematicos que
exceden el nivel de este curso.

De entre todas las curvas normales N (7;0), la més sencilla, usada y conoecida es aquella que tiene
por media 0 y por desviacién tipica 1, N(0, 1).

Esta normal estdndar se suele representar por Z.

La grafica de esta curva se denomina campana de Gauss y se puede observar en la figura:

Figura 3.3: Distribucién normal N (0;1). El maximo esta en (0, \/%)

Su funcién de densidad sera:

Puesto que el drea bajo esta curva normal es 1, podemos definir una probabilidad de la siguiente
manera;:

Para un valor cualquiera k, definimos la probabilidad de que la distribucién Z, N(0;1) , sea menor o
igual que k como:

p(Z < k)= “Area encerrada bajo la curva normal N(0,1) desde —oo hasta k”

(es decir la parte rayada de la figura siguiente).

Figura 3.4: Area encerrada por la curva normal desde —oo hasta k

Ahora bien, jcomo calcular dicha area?. Fécil: Dichas areas o probabilidades se encuentran tabu-
ladas.
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3.3.1. Uso de las tablas de la distribucién normal N(0;1)

La normal N(0;1) se encuentra tabulada, para valores a partir de 0 y hasta 3’99. Si por ejemplo
queremos calcular p(Z < 2'78), hemos de realizar los pasos:

1. Buscar la parte entera y las décimas en la primera columna (en este caso 2’7).
2. Buscar las centésimas en la primera fila (en este caso 8).

3. Enel punto comun a la fila y la columna que hemos encontrado, tenemos la probabilidad buscada,
en este caso 0°9973.

Por tanto p(Z < 2/78) = 0/9973.

Si queremos calcular una probabilidad de un valor mayor que 3’99, basta fijarse en que las proba-
bilidades correpondientes a valores tales como 3’62 y mayores ya valen 0’9999 (practicamente 1). Por
eso, para estos valores mayores que 3’99, diremos que la probabilidad es aproximadamente 1. Asf:

DL <6’ 62~ 1

aunque no aparezca en la tabla.

Por otra parte, fijémonos en que en este tipo de distribuciones no tiene sentido plantearse probabili-
dades del tipo p(Z=k), ya que siempre valen 0, al no encerrar ningun drea. Por tanto, si nos pidiesen
p(Z=3"2), basta decir que p(Z2=3’2)=0.

Este tipo de distribuciones en las cuales la probabilidad de tomar un valor concreto es 0 se de-
moniman distribuciones continuas, para diferenciarlas de otras en las que esto no ocurre, como por
ejemplo la binomial, que es una distribucion discreta.

Asi, al pasar al complementario, si tenemos Z > k, su complementario serd Z < k, pero como incluir

k no influye en la probabilidad,al calcular probabilidades podemos escribir:
p(Z2k)=1=p(Z<k)=1-p(Z <k)

Solo se puede hacer esto en distribuciones continuas, en el caso de la binomial esto no se puede hacer

v hay que ser cuidadosos con el paso al complementario.

Ejercicio: Buscar en la tabla de la normal estdndar N(0;1) las probabilidades:
a) p(Z < 1'15) b) p(Z < 0'5) c) p(Z <0'82) d) p(Z < 1'05) e) p(Z < 4'27)
f) p(Z < 18'09)

3.3.2. Calculo de otras probabilidades

1. Si k es positivo y queremos calcular p(Z > k), es decir el drea rayada:

Figura 3.5: p(Z > k). Basta pasar al complementario

basta pasar al complementario, es decir: p(Z > k) =1 —p(Z < k) y esta tltima probabilidad ya
se encuentra tabulada.

Ejercicio: Calcular p(Z > 0'3) y p(Z > 2/07).
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2. Si k es positivo y queremos calcular p(Z < —k), es decir el drea: por simetria, p(Z < —k) =

Figura 3.6: p(Z < —k).Las probabilidades de valores negativos no estan tabuladas

p(Z > k) y ésta se calcula como en el caso anterior. Se puede observar la igualdad de dreas en
la figura:

~ e _ IE'H

- ™~ P
_.___ﬂa-'”"r-j \R\“"ﬂ-.___ _,d--""’-f | y\-_____

X1 L

Figura 3.7: p(Z < —k) = p(Z > k). La simetria permite reducir este caso al anterior

Ejercicio: Caleular p(Z < —0'78) y p(Z < =3'2).

3. Sik es positivo y queremos calcular p(Z > —k), es decir el area rayada:

Figura 3.8: p(Z = —k)

entonces, por simetria p(Z > —k) = p(Z < k):

Xk k

Figura 3.9: p(Z > —k) = p(Z < k).La simetria permite reducir este caso al que ya estd tabulado

Ejercicio: Calcular p(Z > —0'96) y p(Z > —1'01).
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4. Probabilidades comprendidas entre dos valores,p(k; < Z < ko) ,es decir el drea rayada:

k, k,

Figura 3.10: p(k; < Z < ks). Probabilidad comprendida entre dos valores

se calcula restando las areas:

___—fﬂf | H.HH‘“',-—__,__,___#’I. 1 K““‘h--_
k?

Figura 3.11: p(Z < k2) en la primera imagen.p(Z < k1) en la segunda. Al restar obtenemos el drea
pedida.

Se quita la parte correspondiente a Z < k1,p(Z < ko) — p(Z < k).
Ejercicio: Calcular p(—0'96 < Z < 1'49) y p(—=1'32 < Z < —0'57).

Ejercicio: Calcular p(Z=2), p(Z < 2), p(Z > 2), p(Z < =2), p(Z > -2), p(—-2 < Z < 2),
p(0'81 < Z < 1'33).
3.3.3. Calculo de probabilidades en normales N(7; o)

Si no tenemos una distribucién N(0;1), sino una N (T; o) cualquiera, jcémo calcular probabilidades,

si no tenemos tabla salvo para N(0;1)7. El siguiente resultado nos da la respuesta.

Propiedad:
X7

Si X sigue una distribucién N (7;a) , entonces la variable Z = sigue una distribucién N(0,1).

o
(El paso de la variable X' — N (Z;0) a la Z — N(0;1) se denomina tipificacion de la variable X).

Ejemplo:
Las estaturas de 600 soldados se distribuyen de acuerdo a una distribucion normal de media 168
y desviaciéon tipica 8 cm. jCuantos soldados miden entre 166 y 170 cm?.

Sea X la distribucién de los soldados , X es una N(168,8). Nos piden p(166 < X < 170).
Utilizando el resultado anterior, primero restamos =168 en la desigualdad:

p(166 < X < 170) = p(166 — 168 < X — 168 < 170 — 168) = p(—2 < X — 168 < 2)

Y ahora dividimos entre o = 8, con lo que acabamos de tipificar:

—2 X —-168 _2
p(166§X§170):p(—2§X—168§2):p<?§T§§>
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X —168
Llamando a —3 - Z, ésta ya es normal N(0,1) y se encuentra en las tablas:

p(166 < X < 170) = p(—0'25 < Z < 0'25) = p(Z < 0'25) — p(Z < —0'25) =
= (tablas) = 0'5987 — 0'4013 = 0'1974.

(pues p(Z < —0'25) = p(Z > 0/25) = 1 — p(Z < 0/25) = 1 — (/5987 = (/4013).

Ejercicios: 1) En una distribucién N(22,5), calcula: p(X < 27),p(X > 27),p(X > 125), p(15 <
X <20), p(17 < X < 30).

2) Los pesos de 60 soldados siguen una distribucién N(67,5). Calcula la probabilidad de que el
peso sea:

a) mayor de 80 kg.

b) 50 kg. o menos

¢) menos de 60 kg.

d) 70 kg.

e) Entre 60 y 70 kg inclusive.

3.3.4. Otro uso de las tablas

Hasta ahora nos han dado la distribucién normal N(0;1) y nos pedian p(Z < k) siendo k un cierto
numero, y nos pedian calcular dicha probabilidad.

Ahora bien, otra pregunta puede ser: Dado que en una normal N(0;1) sabemos que p(Z < k) =
0’9573, ;quién es k?.

La resolucion es bien sencilla. Basta buscar 0’9573 dentro de la tabla de la distribuciéon normal, y
lo encontramos en el cruce de la fila 1’7 con la columna 2, y por lo tanto k debe ser 1'72.

Ejercicio: Calcular k si:

a) p(Z < k)= 0'8078.

b) p(Z > k) = 0/0028.

En caso de que el valor a buscar no aparezca directamente dentro de la tabla de la distribucién normal,
pueden ocurrir dos posibilidades:

a) Si el valor se encuentra entre dos valores de la tabla y a la misma distancia (aproximadamente)
de cada uno de ellos, por ejemplo: p(Z < k) = 0'7982. En este caso el valor buscado sera la media
entre los valores extremos.

Si buscamos en la tabla este valor no aparece directamente, sino que se encuentra entre los valores
0’7967 (que corresponde a0’'83) y 0’7996 (que corresponde a 0’84). Por tanto el valor de k sera:

.0/83 + 084

k
2

U335

b) Si el valor estd entre dos valores, pero muy cercano a uno de ellos, directamente tomamos este valor,
por ejemplo: p(Z < k) = 0'7970. El valor méas cercano es 0’9767 (que corresponde a 0’83) y como el
valor buscado esta muy cerca de él, entonces directamente k=083.

Si la distribucién no es normal N(0;1), sino N(Z; o), tendremos que tipificar previamente.
Por ejemplo, si X sigue una normal N(6;3) y p(X < k) = 0'9082, calcula k.

Tipificando:

X—-6 k-6 k—6

pl—— < —— ) =09082 — p | Z < —— | = 0/9082
3 3 3

Y buscando en la tabla,

k—6
T:1’33=>k—6:3'99:>k:9'99
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Ejercicios:
1. Calcular k si p(X < k) = 06141 y X sigue una N(15,4).
2. De una variable normal N (T; o) se sabe que p(X < 7) = 09772 y p(X < 6'5) = 0'8413. Calcular:

a) Tyo.
b) p(565 < X < 6/25)
¢) El nimero k tal que p(X > k) =03
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3.4. Relacion entre la distribuciéon binomial y la distribucién normal

Es un hecho comprobado que cuando tenemos una distribucién Bin(n;p), a medida que n crece, es
dificil hacer uso de las férmulas y/o tablas.

Por ejemplo, tiramos un dado 100 veces, calcular la probabilidad de obtener entre 20 y 33 cin-
cos(inclusive).

1 5
Si éxito = obtener cinco entonces p = R fracaso = no obtener cinco y g = 6

1
Tenemos una Bin <100; 6)’ y nos piden p(20 < X < 33).

Es inviable aplicar las tablas (pues repetimos el experimento 100 veces) y tampoco la férmula pues
es inviable calcular, por ejemplo,

100\ (1\* [5\%
X =32)= = =
W, <32) <6) (6)
 Cémo resolver el problema?. Del siguiente modo:

Teorema Central del Limite:

La distribucién binomial Bin(n;p) se aproxima a una curva normal de media @ = n - p y desviacién
tipica 0 = /n - p- ¢, cuando n tiende a co, es decir, cuando n se hace muy grande.

La aproximacién se puede aplicar (es una buena aproximacion) sélo si n es grande, en concreto n > 30
y ademas n-p > 5y n-qg > 5. Si no se cumplen estas condiciones NO podemos aproximar la binomial
que tengamos por una distribucién normal.

En caso de que podamos aproximar, debemos tener en cuenta que estamos pasando de una variable
discreta (binomial) a una continua (normal), y por tanto son distribuciones diferentes. El “precio” que
hay que pagar por pasar de una a otra se denomina “correccion por continuidad” y consiste en hacer
determinados ajustes para que la aproximacién realizada sea lo mas precisa posible.

Asi, si nos piden p(X=k) en una distribucién binomial X, y aproximamos X por una distribucién normal
Y, no podemos calcular directamente p(Y=k) porque, como ya se ha comentado anteriormente, en
una distribucién continua todas estas probabilidades valen 0. La, correccion por continuidad consiste
en tomar un pequeno intervalo de longitud 1 alrededor del punto k.

De otro modo, si nos piden p(X=k) con X binomial, con la aproximacién normal Y deberemos
calcular p(k — 0’5 <Y < k+ 0'5).

Del mismo modo se razona en el caso de probabilidades acumuladas en la binomial. Algunos
ejemplos:

Si nos piden p(X < k) eon X binomial, aproximando por Y normal calcularemos p(Y < k—0'5). La
explicacion de que haya que restar 0’5 y no sumarlo es que queremos que X sea menor estrictamente
que k, con lo cudl, si sumase 0’5 , el propio k apareceria en la probabilidad a calcular y NO debe
aparecer.

Por contra, si debiésemos calcular p(X < k), con X binomial, fijémonos que ahora k ST est4 incluido
en la probabilidad y por tanto al aproximar por la normal Y deberfamos calcular p(Y < k + 0'5).

Comprender estos dos hechos es fundamental para realizar bien la correcién por continuidad al
aproximar una distribucién binomial por una normal.

100 /500
En el caso anterior,x = n-p = - = 16’67y o= /n-p-q= 36 - 3/73. De modo que, como
n>30,n-p=16'67>5y ng=_83'33 > 5, se pude aproximar la binomial por la normal, es decir:

1
X — Bin <100; 6) ~Y — N(16'67;3'73)
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Entonces:

19’5 — 16’67 _ Y — 16’67 _ 33'5 — 16/67

20-05<Y < '5) = < <
p(20-05 <V <33+0%) p( 373 — 373 — 373 )
=p(0'89 < Z < 4'51) = p(Z < 4'51) — p(Z <0'89) ~ 1 — 0'8133 = 0'1867

Notemos que en el paso senialado por (*) hemos cambiado X (binomial) por Y(normal) y se ha realizado
la correccién por continuidad.



Capitulo 4

INFERENCIA ESTADISTICA

4.1. Introduccion

Inferir: Sacar una consecuencia de una cosa. Sacar consecuencia o deducir una cosa de otra.

La estadistica, ciencia o rama de las Matemdticas que se ocupa de recoger datos, analizarlos y
organizarlos, y de realizar las predicciones que sobre esos datos puedan deducirse, tiene dos vertientes
bésicas:

a) Estadistica descriptiva: Basicamente se ocupa de la 1* parte, es decir, a partir de ciertos datos,
analizarlos y organizarlos. Es aqui donde tiene sentido calcular la media, mediana, moda, desviacién
media, desviacion tipica, etc.

b) Estadistica inferencial: Se ocupa de predecir, sacar conclusiones, para una poblacién tomando
como base una muestra (es decir , una parte) de dicha poblacién. Como todas las predicciones, siempre
han de hacerse bajo un cierto grado de fiabilidad o confianza.

Serd esta ultima vertiente de la estadistica la que estudiemos en este tema.

4.2. Muestreos

Ya sabemos que una poblacién es el conjunto de individuos sobre los que hacemos cierto estudio, y
que una muestra es un subconjunto de la poblacién. Es evidente que los resultados de una determinada
encuesta tendrdan un mayor grado de fiabilidad si dicha encuesta se realiza sobre la poblacién completa.
Sin embargo, en la mayoria de las ocasiones esto no es posible, debido a multiples razones:

* Imposibilidad material (Hacer una encuesta a los casi 41 millones de espanoles es imposible,hacer
un estudio sobre la fecha de caducidad de un producto. Si lo hacemos con todos los productos jqué ven-
demos luego?)

* Imposibilidad temporal (Hacer un estudio sobre la duracién de una bombilla. ;Cuénto debemos
esperar para saberlo?).

Por tanto, es habitual que tengamos que manejarnos con muestras, de modo que es importante
saber elegir bien una muestra de la poblacién, una muestra que represente bien a dicha pbolacién.

Hay muchas maneras de elegir una muestra de una poblacion.

Antes de pasar a analizar dichas formas de extracciéon de muestras, lo que si hemos de dejar claro
es que todas las muestras han de cumplir varias condiciones indispensables.

Es evidente que para que el estudio a realizar sea fiable, hay que cuidar mucho la eleccién de
la muestra, para que represente en la medida de lo posible a la poblacién de la que se extrae. Si la
muestra estd mal elegida, diremos que no es representativa.

En este caso, se pueden producir errores imprevistos e incontrolados. Dichos errores se denominan
sesgos y diremos que la muestra estd sesgada.

Una de las condiciones para que una muestra sea representativa es que el muestreo (o sistema
para elegir una muestra de una poblacién) que se haga sea aleatorio, es decir, todas las personas de

56
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la poblacién tengan las mismas posibilidades de ser elegidas, mientras que si la elecciéon de la muestra
es subjetiva, es probable que resulte sesgada.

Las distintas maneras de elegir una muestra de una poblacién se denominan muestreos. Basicamente
hay dos tipos de muestreos:

1. Muestreo no probabilistico: El investigador no elige la muestra al azar, sino mediante determi-
nados criterios subjetivos.

2. Muestreo probabilistico: Cuando la muestra se elige al azar. En este caso podemos distinguir
varios tipos:

a) Muestreo aleatorio simple: Aquel en el que cada individuo de la poblacién tiene las mismas
posibilidades de salir en la muestra.

b) Muestreo sistemdtico: En el que se elige un individuoe al azar y a partir de él, a intervalos
constantes, se eligen los demés hasta completar la muestra.

¢) Muestreo estratificado: En este muestreo se divide la poblacién en clases o estratos y se
escoge, aleatoriamente, un nimero de individuos de cada estrato proporcional al nimero
de componentes de cada estrato.

d) Muestreo por conglomerados:Si no disponemos de la relacion de los elementos de la pobla-
cién, o de los posibles estratos, no podemos aplicar los muestreos anteriores.

Aqui entra el llamado muestreo por conglomerados, donde en lugar de elegir individuos
directamente, se eligen unidades mds amplias donde se clasifican los elementos de la pobla-
cion, llamados conglomerados. En cada etapa del muestreo en lugar de seleccionar elementos
al azar seleccionamos conglomerados.

Los conglomerados deben ser tan heterogéneos como la poblacién a estudiar, para que la
represente bien. Luego se elegirian algunos de los conglomerados al azar, y dentro de éstos,
analizar todos sus elementos o tomar una muestra aleatoria simple.

No debemos confundir estrato y conglomerado. Un estrato es homogéneo (sus elementos
tienen las mismas caracteristicas), mientras que un conglomeardo es heterogéneo (debe
representar bien a la poblacién).

Veamos la diferencia de estos muestreos mediante un ejemplo:

Imaginemos que hemos de recoger una muestra de 20 alumnos de entre los de un instituto de 600.

-Muestreo aleatorio simple: Elegiriamos un alumno al azar (probabilidad de elegirlo %. Lo de-
volvemos a la poblacién y se elige otro (probabilidad de elegirlo ﬁ), y asi hasta 20. Notemos que
si no devolviésemos al alumno, entonees, la probabilidad de escoger al 2° alumno seria ﬁ, y ya no
todos tendrian la misma probabilidad de ser elegidos. El problema es que entonces permitimos que se
puedan repetir individuos.

-Muestreo sistematico: Como hemos de elegir 20 alumnos de 600, es decir, 1 de cada 30, se procede
asi: Se ordenan los alumnos y se numeran, se elige uno al azar, por ejemplo el alumno 27, y luego los
demas se eligen a partir de este a intervalos de 30 alumnos. Escogeriamos por tanto a los alumnos:

27,57,87,117,147,177,207,237,267,297,327,357,387,417,447,477,507,537,56 7,597

y el alumno 627 ya es otra vez el 27.

-Muestreo estratificado: Si queremos que la muestra sea representativa, lo mejor serd conocer
cudntos alumnos de cada curso hay, es decir, si hay 200 alumnos de 32 ESO, 150 de 4° ESO, 150 de
12 Bachillerato y 100 de 2° Bachillerato, procederfamos:

Como de 600 en total hemos de elegir a 20, de 200 de 3° de ESO hemos de elegir x:

20 T 4000

— = = — 66~ 1 o
500 200—>x 500 6'6 ~ 7 alumnos de 3
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(Utilizando la regla de tres)
De igual manera podemos calcular los alumnos correspondientes a los demés cursos:

20 Yy 3000

= _ Y = =5 al de 4°
00 = 150 —y 500 alumnos de

2

_0 — i RN = M = 5 alumnOS de 19
600 150 600

20 t 2000

e Peietiie R 1 S de 2°
600 100 ' 600 atmnos de

De modo que en nuestra muestra de 20, 7 alumnos son de 3%, 5 de 42, 5 de 1° y 3 de 2°. Para la
eleccion de cada alumno dentro de cada curso, utilizamos el muestreo aleatorio simple.

-Muestreo por conglomerados: Para ver este muestreo, hemos de cambiar el ejemplo.

Supongamos que queremos extraer una muestra aleatoria de los estudiantes universitarios del pafs.
Necesitariamos una lista con todos ellos para poder realizar algiin muestreo del tipo de los 3 anteriores,
lo cudl es muy dificil de conseguir. Sin embargo, los estudiantes estan clasificados por Universidades,
Facultades y Clases.

Podemos seleccionar en una primera etapa algunas Universidades, después algunas facultades al
azar, dentro de las facultades algunas clases y dentro de las clases, algunos estudiantes por muestreo
aleatorio simple. Los conglomerados en cada etapa serian las diferentes Universidades, las diferentes
facultades y los diferentes clases.

Como vemos los conglomerados son unidades amplias y heterogéneas.

Ejercicio:

En una poblacién de 1500 jovenes, 7500 adultos y 1000 ancianos, se hace una encuesta a 200 personas
para conocer sus actividades de ocio preferidas. Si se utiliza un muestreo estratificado, jqué tamano
muestral corresponde a cada estrato?.

4.3. Estimacién por puntos

Como el objetivo principal de la estadistica inferencial es el estudio de la poblacién y realizar
predicciones a cerca de ella pero a partir de una muestra de ella , no de la poblacién entera, en
principio, tendremos que estimar los indices de la poblacion a partir de los indices correspondientes
para la muestra.

En una primera aproximacion, parece 16gico pensar que si queremos determinar la media de una
cierta poblacion, si hemos cogido una muestra representativa de dicha poblaciéon, la media de la muestra
(que es facilmente calculable porque tenemos los datos) serda muy parecida a la de la poblacién y por
tanto sirva para estimarla.

Distinguiremos, por tanto, entre:

1. Pardametros poblacionales: Que son los indices centrales y de dispersion que definen a una po-
blacion.
Representaremos la media poblacional p y la desviacién tipica poblacional o.
En el caso de proporciones, la proporcién de poblacién que tiene una determinada caracteristica
la denotaremos por p y la proporcién que no la cumple por ¢ = 1 — p. (Como en la Distribucién
binomial)

2.  FEstadisticos poblacionales: Son los indices centrales y de dis persion que definen a una muestra.
Representaremos la media muestral por ¥ y la desviacion tipica muestral por s.

En el caso de proporciones, la proporciéon de muestra que tiene una determinada caracteristica
la denotaremos por p y la proporcién que no la cumple por § =1 — p.
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;,Cual es el problema de la estimacion entonces?. Como vamos a disponer de una muestra, lo que
podemos calcular es T y s (o bien py §), y a partir de estos intentar estimar quienes tienen que ser
y o (o bien p y q), los reales para la poblacién.

En la estimacién por puntos, el conocimiento de un estadistico muestral nos permitira decidir cudl
es el correspondiente parametro de la pobla cién. Para ello hemos de conocer cual es la relacién entre
un estadistico y el corresp ondiente parametro.

4.4. Distribucion muestral de medias

Si tenemos una poblacién de pardmetros desconocidos i y o, y tomamos una muestra, podemos
calcular la media muestral,z7, que tendra cierta relacion con pu.

Podriamos tomar otra muestra, de igual tamano, y calcular de nuevo su media muestral T3, que
también estara relacionada con pu.

Asi sucesivamente, considerando varias muestras y haciendo las medias muestrales respectivas,
tenemos una serie de medias, relacionadas de alguna manera con g jcémo?. De la siguiente forma:

Propiedad: Si la poblacién sigue una distribucién normal N(u, o), donde p y o son desconocidos, si
elegimos todas las muestras de cierto tamafio (n) , de forma que sean representativas, entonces:

a) La media de las medias muestrales de todas las muestras posibles, es igual a la media poblacional,
es decir:

T AT +... + T
- -

b) La desviacion tipica de las medias muestrales posibles es:

E:

donde o es la desviacién tipica poblacional y n es el tamano de las muestras.

Conclusion: Las medias de las muestras de tamano n extraidas de una poblacién de parametros p y

o , siguen una distribucion:
— o
X —N —
(“ Vn )

siempre que dichas muestras tengan un tamano n > 30.

Notas importantes:

a) Este resultado es consecuencia del Teorema Central del limite.

b) Si la poblacion es normal, el resultado se cumple para muestras de CUALQUIER tamano
(incluso menor que 30).

¢) Si o es desconocida, el mismo resultado sigue siendo cierto sustituyendo en la férmula o por s.

Ejemplo: La altura de los estudiantes de una poblacién se distribuye segiin una normal de media 167
y desviacién tipica 3’2.

a) Calcula la probabilidad de que un estudiante mida menos de 165 cm.

b) Se toma una muestra de 10 estudiantes. Calcula la probabilidad de que la media muestral sea
menor que 165 cm.

En el apartado a) , manejamos la variable
X — N(165;32)

siendo X= “altura de un estudiante”.
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La probabilidad pedida sera:

X —167 165 — 167
p(X < 165) =p < =p(Z < —0'63) = 0'2676
3’2 3’2
En el apartado b), la variable que manejamos ya no es X, sino que tenemos una muestra de 10
estudiantes. Como la poblacién inicial es normal, podemos aplicar el resultado anterior aunque la
muestra sea de tamano menor que 30. Asi, la variable a estudiar es
X="media de las alturas de 10 estudiantes”, que segtin lo dicho, sigue una distribucién
— 32 ,
X — N [ 165;—=|} = N(165;1'012)
V10

Nos piden:

X —167 _ 165167
1012 R013

p(X < 165) =p ( ) = p(4.<=1"97)=.0/0244

Ejemplo: Los pesos de los tornillos que fabrica cierta maquina se distribuyen segiin una IV (142'32; 8'5)
(medidas en gr.). Se toman muestras de 25 tornillos. Caleular:

a) Distribucién que siguen las medias de esas muestras.

b) Probabilidad de que una muestra elegida al azar de 25 tornillos tenga un peso medio superior

a 144’6 gr.
¢) La misma pregunta si la muestra es de 100 tornillos.

a) Como las muestras son de tamano n=25 y la poblacién es normal N(142/32;8'5), las medias mues-
trales siguen una distribucién:
/

x B, M (142’32; ﬁ) = N (142'32;1'7)
V25

b) Nos piden:

144’6 — 144'32

p(X = 1446) = p <Z > 7

) =p(Z >1'34) =1 —p(Z < 1'34) = 0'0901

¢) Si las muestras son de tamano n=100, las medias muestrales siguen una distribucion:

/
X (142’32; ﬂ) = N (142'32;0'85)

/100

y por tanto:

144’6 — 144'32

X>1446)=p|(Z >
p(X > ) p< > 085

) =p(Z >2'68) =1—p(Z <2'68) = 0'0037
Ejercicio: Una maquina ha fabricado piezas de precisién con un peso medio de 150 gr. y una desviacion

tipica de 20 gr. Calcular la probabilidad de que una muestra de 80 piezas tenga un peso medio de més
de 155 gr. (Solucién: 0°0129)

4.5. Distribucion muestral de proporciones

Nos planteamos ahora determinar qué proporcién de una poblacién posee un cierto atributo, por
ejemplo si es fumador o no fumador, si tiene ordenador o no, si tiene alergia o no,etc... El estudio de este
tipo de proporciones es equiparable al de una distribucién binomial (donde sélo hay dos posibilidades).
Si la proporciéon éxito es p y la de fracaso ¢, y se toma una muestra de la poblacién de tamafo n, al
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igual que en el caso anterior, para cada muestra tendremos una proporcién muestral que denotaremos
por p y una desviacién tipica muestral que denotaremos por s;.
Entonces,utilizando razonamientos similares a los del apartado anterior, se verifica que p = p, y

Sp = 4 /1% por tanto:

Conclusion: Las proporciones muestrales de tamano n > 30, extraidas de una poblacién en la que la
probabilidad de éxito es p, se ajustan a una normal

" eal)
n

Ejemplo: Una fébrica de pasteles fabrica, en su produccién habitual, un 3% de pasteles defectuosos.
Un cliente recibe un pedido de 500 pasteles de la fabrica.

a) Probabilidad de que encuentre mas del 4 % de pasteles defectuosos.

b) Probabilidad de que encuentre menos de un 1% de pasteles defectuosos.

3
a) En este caso éxito= “pastel defectuoso”, y la proporcién poblacional de éxito es de p = 100 tanto,
97
q= 100" La muestra que recibe el cliente es de tamano n=500.

Por tanto, las proporciones muestrales siguen una distribucion:

3 3 .97
p— N = w = N(0'03;0'076)

puesto que las muestras tienen tamano mayor que 30.
La probabilidad pedida es que la proporcién de pasteles defectuosos en la muestra sea mayor del

4%, es decir:
0’04 — 0’03

=p(Z > 1'32) = 00934
00076 ) p(Z 2 132)

p(p>004) =p (Z >
b) En este caso es

0’01 — 0’03

< 01) 2 ( 2%
R(Bys001) p( = 010076

) =p(Z < =2/63) = 00043

Ejercicios:

1. De una poblacion de 120-alumnos , hay 48 que tienen 2 o mas hermanos. Si de dicha poblacién
se toman muestras de tamano 40.
a) ;Qué distribucion siguen las proporciones muestrales?.
b) ;{Cudl es la probabilidad de que se encuentre en dicha muestra una proporciéon de mas del
55 % de alumnos con 2 0 més hermanos?.

2. Las notas de cierto examen se distribuyen segiin una normal de media py=5’3 y desviacién tipica
0=2’4. Hallar la probabilidad de que un estudiante tomado al azar tenga una nota:
a) Superior a 6’5
b) Inferior a 5’2
¢) Comprendida entre 5y 6’5
Halla las mismas probabilidades para de la media de las notas de 16 estudiantes elegidos al azar.

3. En un saco mezclamos judias blancas y pintas en la relacién de 14 blancas por cada pinta.

Extraemos un punado de 100 judias. Calcula la probabilidad de que la proporcién de judias
pintas esté comprendida entre 0’05 y 0’1.
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4. El cociente intelectual, CI, de unos universitarios se distribuye normalmente con media 100 y
desviacién tipica 11.

a) Se elige al azar una persona. Hallar la probabilidad de que su CI esté entre 100 y 103.

b) Se elige al azar una muestra de 25 personas. Encontrar la probabilidad de que la media de
sus cocientes intelectuales esté entre 100 y 103.

4.6. Intervalos de probabilidad

En una variable normal cualquiera N (u, o), se verifica que:

1. En el intervalo (u — o, u + o) estéd el 68’26 % de la poblacién.

2. En el intervalo (u—2-0,u+ 2 -0) estd el 95’44 % de la poblacién.
3. En el intervalo (u—3-0,u+3"0) estd el 99’74 % de la poblacién.

p=%a p-tc p-o m P+T psdT p4do

Figura 4.1: Porcentajes de poblacién en los diferentes intervalos simétricos de una normal N (p, o).

Es evidente que a medida que el intervalo se amplia, hay mayor porcentaje de la poblacion en él.
En general, dado un porcentaje del N %, siempre es posible encontrar un intervalo simétrico res-
pecto de la media de forma que dicho intervalo contenga a dicho porcentaje de poblacion.

Mas explicitamente, se denomina intervalo de probabilidad a aquel intervalo para el cudl se sabe que
hay una seguridad del N % de que los pardmetros muestrales (T o p) se encuentren en dicho intervalo.
La seguridad N viene fijada previamente.

Si queremos que el N.% de la poblacion esté en el intervalo, denominaremos nivel de confianza al

namero:

N
l—a=—

y unido a este, se encuentra el llamado nivel de significacion, que viene dado por «. Este nivel en
general vendra explicitado en las condiciones del problema, si bien los valores méas comunes suelen ser

del 90 %,95 % y 99 %.

Ejemplo: Si queremos que el 88 % de la poblacion esté en el intervalo, el nivel de confianza serd 1 —a =

100~ 0’88, mientras que el nivel de significacién serd o = 1 — 0/88 = 012.
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4.6.1. Intervalo de probabilidad para la media muestral =

Si la poblacién sigue una distribucién de parametros py o, y las muestras son de tamano n > 30
(o bien la poblacién ya es normal y las muestras son de cualquier tamano), sabemos que la media

muestral T sigue una distribucion:
— o
- (“ | ﬁ)

Se trata de encontrar el valor de k como en la figura:

o Ry

Pk J 18 Ptk

Figura 4.2: Buscamos el valor de k que deje en el intervalo (u — k,u—+k) al (1 —a) - 100% de la
poblacion.

Razonemos ahora sobre la normal Z — N(0;1) que es la que se encuentra tabulada Si queremos
que el intervalo buscado contenga a la media muestral con una confianza de 1 — «, entonces fuera del
intervalo el drea tiene que ser de «, y como la curva es simétrica, en cada una de las ramas fuera de

. , « ! ;
la region rayada, tenemos un area de 57 Llamaremos zs al punto situado en el gje x que separa la

region rayada de la otra.

e
2

= o
e 2

Figura 4.3: Buscamos el valor de za que deje en el intervalo (—z;_x, z%) al (L — «) de la poblacién en
la N(0;1)

ES eVidenle que Se Cunlple:
p (27 > Z(y) = —
2 ‘2

o dicho de otro modo:
p (Z < z(,) -1 — —
2 2

probabilidad que se busca dentro de la tabla como hemos visto anteriormente en el tema de la normal.

Ahora bien, este valor sélo sirve para la normal estdndar N(0;1). Nosotros manejamos la normal

o
N (u; %> y para pasar a la normal estandar deberemos tipificar:

k—p

g

vn

de donde despejando, encontramos k, el valor buscado:

=z

][]

(o2
k=p+—=-2g

Jn
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Asi, dado el nivel de significacién « o el de confianza 1 — o, podemos determinar el intervalo de
probabilidad para la media muestral, que sera:

o 4 o
—Za - —— Za - ——
e RN LA M
Ejemplo Determinar, en la distribucién N(0;1), el valor que concentra el 75 % de la poblacién en un
intervalo simétrico respecto a la media
!
Ahora 1 —a = 075, es decir a = 025 y por tanto 5= 0'125, es decir, buscamos el valor zy195, de

modo que, como en la figura, dejemos el 75 % de la poblacién en el centro.

075
0125 0125

zI:I'I‘i"j zI:I'I‘i"j

Figura 4.4: Buscamos el valor de zg/125 que deje en el intervalo (—zy125, z0/125) al 0’75 de la poblacién
en la N(0;1)

Se cumple que p(Z > zy25) = 0125, es decir p(Z < zpr195) = 0/875,y si buscamos en la tabla,
resulta que el valor es:
20'125 = 1/15

Ejercicio: Encuentra el valor correspondiente que concentre el 88 % de la poblacidn.

Ejemplo:Calcular el intervalo de probabilidad con un nivel de confianza del 95% para la media de
una muestra de 100 recién nacidos, sabiendo que la poblacion de recién nacidos sigue una normal de
media $4=3100 gr. y desviacién tipica c=150 gr.

Como el nivel de confianza es 0’95, entonces 1 — a = 0'95 y por tanto o = 0/05 y en cada rama
fuera de la region queda % 30°025.

Buscamos entonces zggo5, que es el valor que deja a su derecha un area de 0’025, es decir:
P(Z:2 2p025) = 0'025. = p(Z < Zy025) = 0975

Buscando este valor dentro de la tabla se obtiene que el valor de zyg25 = 1’96, y por tanto el intervalo
para la media muestral es:

150 150
3100 — 1’96 - —, 3100 + 1"96 - —) = (3100 — 1796 - 15,3100 + 1’96 - 15) = (3070’6, 3129’4
< V100 V100 ( )= )

Esto significa que el 95 % de las muestras de tamano 100 tendrd su media comprendida entre estos 2
valores: (3070°6,3129°4)

Ejercicio: Calcular el mismo intervalo con una confianza del 99 %.

Ejercicio: Las notas de una poblacién de 150 alumnos siguen una distribuciéon de media 5’5 y
varianza 4’1616. Extaremos muestras de tamano 36. Calcula el intervalo de probabilidad para un nivel
de confianza del: a)75% b) 86’64 %, e interpreta los resultados.

(NOTA: Recordemos que la varianza y la desviacién tipica de una distribucién estan relacionadas
porque la varianza es el cuadrado de la desviacién tipica y se representa por o).
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4.6.2. Intervalo de probabilidad para la proporcién muestral p

Razonando de igual manera se puede llegar a que para el nivel de significacion « el intervalo para

la proporciéon muestral p es
<p_2g NI u)
2 n 2 n

donde p y q son las proporciones poblacionales y n > 30.

Ejercicio: Sabiendo que la proporcién de alumnos con video de una poblacién de 120 alumnos es de
p=0’7, halla el intervalo de probabilidad para la proporcion de:

a) las muestras de tamano 30 con una confianza del 75 %.

b) las muestras de tamano 49 con una confianza del 90 %.

c¢) las muestras de tamano 49 con una confianza del 99 %.

4.7. Estimacién por intervalos

La estimacién anterior, la puntual, se utiliza poco, pues no tenemos datos suficientes que nos
indiquen el grado de fiabilidad del dato muestral que hemos tomado. Lo que tiene mas sentido plan-
tearse es cudl es la probabilidad de que la media o proporcién poblacional pertenezcan a un intervalo
determinado.

4.7.1. Estimacion de la media de una poblacion p

La media g de una poblacién es desconocida y deseamos conocerla. Para ello, basandonos en los
intervalos de probabilidad, sabemos que si la poblacién tiene parametros u y o, la media muestral

sigue una distribucion:
s a
X N | p;——
oy (’”‘ Vi )

, siendo n el tamano de la muestra, y sabemos que el intervalo de probabilidad a nivel de confianza
1 — a para T es:

o o
A AV L Y-
es decir, que:
—ZQL<I<IU/+Z‘1'1
S BN wdi % W

Y de la segunda:

B
S

Luego se deduce que:

Es decir, que el intervalo de confianza con nivel de confianza 1 — o para la media poblacional u
desconocida es:

NOTA:
a) Hay que anadir que para aplicar este resultado, o bien las muestras tienen tamano n > 30, o
bien la poblacién sigue una distribucién normal.
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b) Si la desviacién tipica de la poblacién o, es desconocida, se utilizard, la desviacién tipica muestral
s en su lugar,y el intervalo serfa:

_ s S
<x za \/ﬁ,x—i-z% \/ﬁ>

o . iy P
Al valor — se le denomina error tipico o estandar.

n

Ejemplo: Para estimar la media de los resultados que obtendrian al resolver un cierto test los alumnos
de 42 de E.S.O. de la Comunidad de Castilla-Leon, se les pasa el test a 400 alumnos escogidos al azar,
con los resultados de la tabla:

Puntuacién | Numero de alumnos
1 24
2 80
3 132
4 101
5 63

A partir de ellos, estima con un nivel de confianza del 95 % el valor de la media poblacional.
Aprovechando repasaremos el calculo de algunos parametros estadisticos.
Como sélo disponemos de la muestra, no conocemos la media ni la desviacidén tipica poblacional,
hemos de calcular la media y la desviacién tipica muestral.
Para ello, calculamos la tabla siguiente:

X Frec.absoluta f; | X - fi | X2 | X2 f;
1 24 24 1 24
2 80 160 4 320
3 132 396 9 1188
4 101 404 16 1616
5 63 315 | 25 | 1575
Total 400 1299 4723
Resulta: 1999
7T=——=2325
£ 00

4723
2= 5 (3/25)2.=11/81 = 10’56 = 1’25
400 (3°25)

Varianza=s

s = Ve =+/125= 1'12

Ya tenemos los parametros muestrales. Hemos de determinar el intervalo de confianza para ;. Como
&)
1 —a= 0’95, resulta que a = 0’05 y queda 5= 0'025.

Se obtiene que el valor es zyg25 = 1’96, por tanto el intervalo de confianza para u, al 95% es:

112 112
325 —1'96 - , 325 +1'96 - ) = (325 — 0’11, 3/25 + 0'11) = (3’14, 3'36
( V400 v400 ( )= )

Por tanto tenemos una confianza del 95% de que la nota media de la poblacién esté comprendida
entre 3’14 y 3’36.

Ejercicio: De una variable estadistica conocemos la desviacion tipica, 8, pero desconocemos la media.
Para estimarla, extraemos una muestra de tamano 60 cuya media es 37. Estimar la media poblacional
con una confianza del 99 %.
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Error maximo admisible:
Hemos visto que el intervalo de confianza para la media poblacional u es:

Se cumple entonces que la diferencia, en valor absoluto, entre las medias poblacional y muestral es:
| < o
uw—7= < za - —
2 /n

Al valor
F=za - —
2 /n
se le llama error maximo admisible. Dicho error tiene-las siguientes propiedades:
a) El error es manor cuanto mayor sea el tamano de la muestra (n), porque dividimos por un
ndimero cada vez mayor.
b) El error es mayor al aumentar el nivel de confianza, puesto que el valor ze aumenta, como se
observa en la tabla:

Confianza=1 — « ze
09 1’645
0’95 1’96
0’99 2’575

Para reducir el error, por tanto, no hay que aumentarla confianza, sino el tamano de la muestra elegida.
Si conocemos el error y el nivel de confianza, podemos calcular el tamano de la muestra , usando
la férmula del error.

Ejercicio: Al medir un tiempo de reaccién, un psicélogo sabe que la desviacion tipica del mismo es
0’5 segundos. {Cuédl es el niimero de medidas que deberd realizar para que con una confianza del 99 %,
el error de estimacion no exceda de 0’1 segundos?.

4.7.2. Estimacién de una proporcion

Si para cierta poblacién se desconoce la proporcion p de individuos que poseen cierta caracteristica,
y deseamos dar un intervalo de confianza para el valor de p, como el intervalo de probabilidad para la
proporcién muestral,p ,para el nivel de confianza 1 — o en una muestra de tamano n es:

<p_z(_¥. e /u)
2 n 2 n

Razonando igual que en el caso anterior, concluimos que:
El intervalo de confianza para p a un nivel de confianza de 1 — « es:

<ﬁ_w. [P s /u)
2 n 2 n

Aunque como habitualmente no se conoce p en realidad se usa:

(15_22.‘/&,“2&.‘/&)
2 n 2 n

NOTA: a) Es necesario que n > 30 para poder aplicar esta férmula.
b) Habitualmente en las encuestas, se suele utilizar, en lugar de la tltima férmula, el valor de
p=q=0’5, que es la situacién més desfavorable.
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Ejercicio: Determina el intervalo de confianza, con una significacion del 0’05 para la proporcion
poblacional de fumadores entre los jévenes menores de 21 afios, a partir de una muestra de tamano
900, cuando no se conocen valores de p anteriores. Considera los dos casos anteriores (usando p y
p=q=0’5). La proporcién de fumadores en la encuesta ha sido de p = 0'3.

El error maximo admisible en este caso es:

I

N][)

0 en caso de no conocer p:
E=zo- P4
2 n

Ejercicio: Para 96 familias espanolas elegidas al azar se-ha determinado que la TV permanece en-
cendida en la casa una media de 217 minutos diarios, la desviacion tipica de la muestra fue de 40
minutos.

a) Para una fiabilidad del 95 % jqué error se asume cuando se da por bueno ese dato para el total
de las familias espanolas?.

b) {Qué tamano muestral seria necesario para reducir ese error a la mitad?.

NOTA: Diferencia entre intervalos de probabilidad y de confianza

En un intervalo de probabilidad lo que conocemos es la media y desviacion tipica poblacionales,
y damos el intervalo donde se encontrard (para un cierto nivel de confianza) la media muestral o la
proporcién muestral.

Sin embargo, en un intervalo de confianza entramos ya en el terreno de la estimacion, es decir
NO conocemos la media poblacional (y en ocasiones tampoco la desviacion tipica poblacional) ni la
proporcién poblacional , sino que sélo conocemos, o podemos calcular, la media muestral o la proporcion
muestral, y de lo que se trata es de dar un intervalo en el que se encuentre la media poblacional (o la
proporcién poblagcional).



Capitulo 5

TEST DE HIPOTESIS

5.1. Introduccion

En este tema trataremos el importante aspecto de la toma de decisiones, referida a decidir si un
valor obtenido a partir de la muestra es probable que pertenezca a la poblacién.

En general, la media (o proporcién) en una muestra suele ser distinta a lamedia de la poblacién,
de la cudl se extrae la muestra. Lo normal suele ser que tal diferencia entre la media muestral y
poblacional sea pequena y debida al azar, pero podria suceder que dicha diferencia no esté justificada
por el azar y se deba a un cambio en la poblacién, y debamos modificar los datos que conocemos
previamente.

Ejemplos:

a) Hace algunos anos, la media de estatura de los esparnoles adultos varones era de 170 cm y su
desviacion tipica 9 em. Pasado el tiempo, un muestreo realizado a 36 adultos da una medida de 172
cm. jPuede afirmarse que esa diferencia de 2 ¢m es debida al azar o realmente la estatura media ha
aumentado?.

b) Supongamos que, respecto a una determinada ley, el 52% de los ciudadanos esté en contra.
Pasado el tiempo, una encuesta realizada a 400 personas indica que los ciudadanos en contra han
descendido hasta el 49 %.;Ha cambiado realmente la opinién piblica o tal resultado es debido al
azar?.

c) El porcentaje de aprobados en las PAU en un determinado distritouniversitario ha sido del 82 %.
En una ciudad de ese distrito, el porcentaje de aprobados fue del 86 %. jPuede afirmarse con un nivel
de confianza del 90 % que los resultados en esa ciudad son superiores a la media?.

Los métodos de decisién estadistica estan ligados a los de estimacion de parametros mediante los
intervalos de confianza, aunque también apareceran otros nuevos conceptos.

5.2. Hipdtesis estadisticas

Trataremos de utilizar los datos obtenidos en una muestra para tomar decisiones sobre la poblacién.
Para ello, debemos realizar ciertos supuestos o conjeturas sobre las poblaciones. Estos supuestos, que
pueden ser o no ciertos,se llaman hipdtesis estadisticas.

Podemos, entonces, definir el test de hipdtesis o contraste de hipdtesis como el procedimiento
estadistico mediante el cudl se investiga la verdad o falsedad de una hipétesis acerca de una poblacién
o poblaciones.

Dichas hipétesis se formularan sobre la media poblacional p o la proporciéon poblacional p.

Llamaremos hipdtesis nula, y se representa por Hy, a la hipétesis que se formula y por tanto se quiere
contrastar o rechazar, e hipdtesis alternativa, y se representa por Hip, a cualquier otra hipétesis que
sea diferente de la formulada, y que sea contraria a Hy, de forma que la aceptacion de la hipétesis nula
Hjy implica el rechazo de la alternativa H; y viceversa, el rechazo de Hy implica la aceptacién de H;.

72
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En un problema de contraste de hipdtesis, pues, siempre tiene que formularse una hipétesis nula Hy,
v ha de ir acompanada de una alternativa, Hy que es la que aspira a desplazar a la nula.

Ejemplo: Un investigador afirma que la temperatura del cuerpo humano en un adulto sano se distri-
buye segin una normal de media u = 37° C y desviacién tipica o = 0'9% C. Formular la hipétesis
nula y la hipétesis alternativa

A la vista de los datos, el investigador afirma que la temperatura media del cuerpo humano es 37°,
es decir la hipdtesis o conjetura que formula es:

Hy =37 (hipdtesis nula)

Como hipdtesis alternativa, hemos de tomar aquella contraria a esta, que la media sea distinta de 37¢
C, es decir:
H, # 37 (hipétesis alternativa)

Si la hipdtesis nula fuese del tipo u > k la hipotesis alternativas serfa:u < k.

5.3. Errores

Hay ocasiones en que la hipdtesis nula, Hy, es cierta, pero a la vista de la muestra tengamos que
rechazarla. En tal caso, estamos cometiendo un error.

El error que consiste en rechazar la hipétesis nula cuando ésta es verdadera, se denomina error de
tipo 1.

Otro tipo de error puede ocurrir cuando, siendo Hy falsa, las evidencias de la muestra, sin embargo,
nos lleven a aceptarla.

Este error, cometido al aceptar cuando ésta es falsa, se denomina error de tipo 1I. Resumiendo:

Situacion
Hy verdadera H, verdadera (H falsa)
Mantener Hy Decision correcta Decision incorrecta:
Probabilidad=1 — « ERROR DE TIPO II
Decision Probabilidad=p
Rechazar Hy  Decision incorrecta: Decision correcta
ERROR DE TIPO I Probabilidad=1 — 3

Probabilidad=«

donde « es el nivel de significacion y 1 — « es el nivel de confianza.
Con esta notacién y utilizando probabilidades condicionadas:

a = p(Rechazar Hy/Hges cierta) = p(Error de tipo I)

a = p (Aceptar Hy/Hges cierta)

Por otra parte:
B = p (Aceptar Hy/Hges falsa) = p(Error de tipo II)

1 — 8 = p(Rechazar Hy/Hpes falsa)

A la probabilidad 1 — 3 se le denomina potencia del contraste.
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5.4. Region critica y regién de aceptacion

Sabemos ya formular la hipétesis nula y la hipdtesis alternativa. Lo que necesitamos ahora es
un criterio para saber si debemos aceptar una u otra, es decir, jcon cudl de las dos hipdtesis nos
quedamos?.

Al tener ya formulada la hipdtesis nula, es necesario que las evidencias sean muy fuertes para
rechazarla; es decir, puede que haya cambios debidos al azar, en cuyo caso el cambio no es significativo,
y no cambiamos , pero puede que los cambios sean debidos a otras causas. En este tltimo caso es cuando
el cambio es significativo y rechazaremos.

Por lo tanto, lo primero que debemos hacer es fijar un cierto intervalo dentro del cuél es normal
que haya cambios, es decir, una regién tal que si el pardmetro se mantiene en dicho intervalo, nos
seguimos quedando con Hy, pues esas pequenas variaciones son debidas al azar. Ese intervalo o region
se denomina region de aceptacion, y sera mayor o menor dependiendo del nivel de confianza que
precisemos, 1 — a.

La regién que quede fuera de la regién de aceptacion indica que en este caso los cambios no se
pueden atribuir al azar, y por tanto hemos de rechazar Hy y aceptar H;. Tal regién se llama region
critica o de rechazo.

Llegados a este punto, hemos de distinguir entre dos tipos de contraste o test, que determinan la
region de aceptacion y la regién de rechazo.

1. Contraste bilateral (o de dos colas): En este caso la regién de rechazo o regién critica
estd formada por dos conjuntos de puntos disjuntos. Dicho caso se presenta cuando la hipdtesis
nula es del tipo Hyp : pu = k (o bien Hy : p = k) y la hipétesis alternativa, por tanto, es del tipo
Hy:p# k(o bien Hy : p # k).

La regién critica para un cierto nivel « seria, en la N(0;1):

Figura 5.1: El intervalo (—z(g_x, z%) es la Regién de Aceptaciéon. La region no sombreada es la Regién
critica, formada por dos partes o colas.

Fijémonos en que el nivel de significacion « se concentra en dos partes (o colas) simétricas
respecto de la media.

La region de aceptacién en este caso no es mas que el correspondiente intervalo de probabilidad
para T o p, es decir:

5 g +2 g
R YAl Y
o bien:
<p_zg. Pd u)
2 n 2 n

Las correspondientes regiones criticas seran:

(o
_OO,M_Z%'%

p.
Bk A

g
@] <M+Z%%,OO>

U <p+z%- M,oo)

o bien

LS

N———
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2. Contraste unilateral (o de una cola): En este caso la regién critica estd formada por un
sélo conjunto de puntos.

Como se observa en las figuras, el nivel de significacion « se concentra sélo en una parte o cola.

Este caso se presenta cuando la hipétesis nula es del tipo Hyp : > k (o bien Hy : p > k) y la
hipétesis alternativa, por tanto, es del tipo Hy : i < k (o bien Hj : p < k).(También si aparece
<)

A nivel de confianza 1 — «, las regiones serfan, en la N(0;1):

a) Unilateral por la derecha:

Figura 5.2: El intervalo (—o0, z4) es la Region de Aceptacién. La regién no sombreada es la Regién
critica, formada por una partes o cola. El nivel o se concentra ahi.

La region de aceptacion en este caso sera:

g
(4% 9

(—oo,p+za~ 1%)

Las correspondientes regiones criticas seran:

g
(= F57)

o bien:

o bien

b) Unilateral por la izquierda:

Figura 5.3: El intervalo (z4,00) es la Regién de Aceptacién. La regién no sombreada es la Regién
critica, formada por una partes o cola. El nivel « se concentra ahi.

La regién de aceptacion en este caso sera:

o)
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- 5)

Las correspondientes regiones criticas seran:

(o
<_OO’M_Z°“'\/5>
p-q
Sy

En todos los casos, conociendo el nivel de confianza 1 — @, tendremos que determinar el valor za
(para contrastes bilaterales) o bien z, (para contrastes unilaterales), que separa las regiones de rechazo

o bien

o bien:

y aceptacion.
Algunos de estos valores mas comunes se dan en la tabla adjunta, que en los bilaterales son los
mismos que para intervalos de confianza o probabilidad, ya vistos con anterioridad:

AL Ao N

1’843 0 1’8435 =13 -3'5T5 2575

AN e T T

1’245

Figura 5.4: Valores mas comunes para contrastes bilaterales y unilaterales derechos. Los correspon-
dientes para los unilaterales izquierdos son negativos.

5.5. Etapas de la prueba de hipotesis

Los procedimientos seguidos en las pruebas de hipdtesis correspondientes a las situaciones de
decision estadistica se encuentran totalmente prefijados y se llevan a cabo en una serie de etapas que
facilitan su comprensién, y que son:

1. Enunciar la hipétesis nula Hy y la alternativa Hj.
Deben ser excluyentes entre si. Analizar, una vez enunciadas, si el contraste es bilateral o unila-

teral (Es bilateral si la hipétesis alternativa es del tipo # y unilateral si es del tipo > o <).

2. Determinar el valor za (para contrastes bilaterales) o bien z, (para contrastes unilaterales),
que separa las regiones de rechazo y aceptacion, a partir del nivel de confianza 1 — « o el de
significacién a.
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3. Determinar la distribucién que sigue el pardmetro muestral (Z o p) y en base a ella y al valor
obtenido en la etapa anterior, escribir las correspondientes regiones de aceptacién y rechazo.

4. Calcular el estadistico usado en la prueba (en nuestro caso, calcular media muestral T o propor-
cién muestral p, a partir de la muestra).

5. Aplicar el test,es decir, dependiendo de si el estadistico cae en la region de aceptaciéon o de
rechazo, tomar la decisién de aceptar una de las dos hipdtesis.

A continuacién se ofrecen algunos ejemplos de problemas de test de hipétesis:

1. La vida media de una muestra de 100 tubos fluorescentes producidos por una empresa es de
1570 horas, una desviacién tipica de 120 horas. Si es la vida media media de los tubos de dicha
empresa, jse puede afirmar a nivel de significacién 0’05 que la duracién media de los tubos es
de 1600 horas?.

Determinar los errores de tipo I y 11

Etapa 1: Queremos saber si la duracién media de los tubos es de 1600 horas, es decir, que nuestra,
hipétesis nula es Hy : 1 = 1600.

Por lo tanto, la hipdtesis alternativa sera que la duraciéon no sea de 1600 horas, es decir, la
hipdtesis alternativa es Hy : u # 1600.

Por tanto estamos ante un contraste bilateral.

Etapa 2: A nivel de significacién @ = 005 = 1 — a = 0’95, y realizando el dibujo habitual
(hacer como ejercicio), obtenemos que Ze = 20/025 = 1796.

Etapa 3: Determinemos la distribucién de la media muestral, Z, teniendo en cuente que como la
desviacién tipica de la poblacién no la conocemos, tomamos la muestral, que es s = 120, y por
tanto sabemos que la media muestral sigue una normal:

120
N [ 1600; —— | = N(1600; 12
( \/100> ( )

Por tanto la regién de aceptacion serd el intervalo de probabilidad:

120 120
1600 — ——, 1600 + — | = (1600 — 1796 - 12,1600 + 1'96 - 12) = (1576"48, 1623’52
( V100 \/100) ( ' )

De modo que, Regién de Aceptacién:(1576’48,1623'52)
Regién de Rechazo: (—oo, 1576"48) U (1623’52, oo)
Etapa 4: En la muestra se ha obtenido que & = 1570.

Etapa 5: Para aplicar el test, simplemente hemos de comprobar si el valor de esta dentro de la
region de aceptacion o de la de rehazo.

Como en este caso se observa que
1570 ¢ (1576'48,1623'52)

es decir, 1570 no esta en la regiéon de aceptacion, sino en la de rechazo.
Por tanto, hemos de rechazar que la media es 1600 (hipé6tesis nula) y aceptar la alternativa.

A este nivel de confianza no se puede afirmar que la duracion media de los tubos sea de 1600
horas.

En cuanto a los errores:
Error de tipo I es afirmar que la duracién media no es de 1600 horas cuando en realidad s lo es.

Error de tipo II es afirmar que la duracién media es de 1600 horas cuando en realidad no lo es.
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2. Una encuesta, realizada a 64 empleados de una fabrica, concluyé que el tiempo medio de duracién
de un empleo en la misma era de 6’5 anos con una desviacién tipica de 4. ;jSirve esta afirmacién
para aceptar, con un nivel de significacién del 5 %, que el tiempo medio de empleo en esa fabrica
es menor o igual que 67 Justificar adecuadamente la respuesta.

El enunciado no puede ser mas claro a la hora de determinar las hipétesis nula y alternativa.
Queremos comprobar si el tiempo medio de empleo en esa fabrica es menor o igual que 6, luego
la hipétesis alternativa serd que dicho tiempo medio de empleo sea MAYOR que 6, es decir:

HQ Y S 6
o simplemente Hy : p = 6 (lo que queremos comprobar) frente a:

Hy:pu>6

Es claramente un contraste unilateral. La region de aceptacién serd

(Al

puesto que aceptamos todos los valores menores que un cierto tope. Notemos que concemos el
valor de s (en la muestra) y no el de o, pero eso no inluye en la férmula. La regién de rechazo,

por tanto, es:
s
+ 2q——=, 0
(“ “Vn )

Para calcular el nivel 2, = zy/5, ¥ por tanto 2g5 = 1'645. Asi pues, la region de aceptacién es,
puesto que 4 =6, s =4 y n = 64, resulta ser, aproximadamente:

(—o0, 6/8225)

Y la regioén critica:
(6’8225, o)

Como en la muestra resulta que T = 6’5, que pertenece a la regién de aceptacion, es decir,
aceptamos la hipétesis nula, la media es de 6 anos, al 95 % de confianza.

3. Un investigador, utilizando informacién de anteriores comicios, sostiene que, en una determinada
zona, el nivel de abstencién en las préximas elecciones es del 40 % como minimo. Se elige una
muestra aleatoria de 200 individuos para los que se concluye que 75 estarian dispuestos a votar.
Determinar, con un nivel de significacién del 1%, si se puede admitir como cierta la afirmacion
del investigador.

Se trata ahora de un contraste de proporciones. La hipétesis a contrastar estd muy clara: El
investigador dice que el nivel de abstencién es de un 40 % por lo menos, es decir, sélo rechazaremos
su hipétesis cuando la proporcién sea menor que este valor, es decir:

HQ P > 0/4
o simplemente Hy : p = 0’4 (lo que dice el investigador) frente a:
Hi:p< 0’4

(la proporcién de abstencién es menor)

i)

Asi pues la region de aceptacion es:



CAPITULO 5. TEST DE HIPOTESIS 79

pq
<—oo,p — Za _>
n

Para calcular el nivel z, = zgg1, y por tanto zgg; = 2/33. As{ pues, la regién de aceptacion es,
puesto que p = 0’4 , ¢ = 0’6 y n = 200, resulta ser, aproximadamente:

Y la de rechazo:

(0'3192, 00)
Y la regién critica:
(=00,0'3192)
Como en la muestra resulta que
125
D= —— =0%625
200

, los 125 que no votan de los 200 a los que se pregunta. Al 99% de confianza entonces, resulta
que dicho valor en la muestra pertenece a la regién de aceptacion, es decir,aceptamos la hipdtesis
nula y el investigador tiene razon, la abstencion serd, al menos del 40%.
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Citerios de correccion de la asignatura Matematicas Il.

A la hora de corregir la prueba practica de esta asignatura deben tenerse en

cuenta las siguientes consideraciones:

a) Al alumno solo se le corrigen las cuestiones practicas de una de las dos
opciones. Para tal fin se consideraréa la opcion elegida por el alumno,

aquella a la que corresponda la primera cuestion resuelta.

b) Cada problema posee un valor comprendido entre 0 y 2.5 puntos. Para
gue un problema se valore con su valor maximo, no solo debe estar
resuelto correctamente y con exactitud, sino que debe estar

oportunamente fundamentado, ordenada su presentacion y explicado.

c) La falta total, o parcial, de orden, fundamentacion o explicaciones puede
hacer que un problema pierda hasta un 30% de su valor maximao.

d) El uso incorrecto del idioma puede hacer disminuir un 10% el valor de un

problema.

e) Los problemas de representacion de graficas de funciones que son
resueltos mediante calculo de valores numéricos con calculadora no se

valoraran.

f)" La simplificacion de la expresion de una funcién presenten puede hacer

qgue el problema adquiera su valor minimo.

g) La utilizacién del signo “=" para unir cosas que no son iguales, como si

de un simbolo “;" se tratara, puede invalidar el calculo.
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014

03100305

Duracion: 90min. MODELO 01

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 01

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

&y oz A
Resuelva, dependiendo del valor de A. el siguiente sisterma Sy, =< 2y + 3z +3xA -0
32 =3c+3yA O

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudie la posicion relativa, dependiendo del valor del pardametro A, del plano

) 2z -2+ 2yh—4 —
T=0—06z —6rA—4dyg 0 ylareca r= { Ty 'i’f)\ 2
¥ r—gy—z—3=0
3 Ejercicio (valor 2.5 puitos)

- ] ] . InZ2a
Se comsidera la imcion f(x) = ——. Estwlie el dominio, asintolas, crecimienlo, posihles
r

suntos de nuiximo v mimino relativo v haga on dibogo aprosimeado de la oralioa de Ia luneion
3 ¥ hag J 3
" Nota: hrae desiona ol losaritine neperiane de .
[ o

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule ol drea de la regidn del plano delimitada por las graficas de las funciones siguient os:
= P sl
flr)— 2% — > v g{z) = 2 v las rectas verticdles r — —1 ¥y = — 1.

Opcidn B

5 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

> 7
Sea ¢ € R, Caleule, en Nimcidn de a. el rango de Tamairiz A =1 1 a 1
a 11
6 Ejercicio (valer 2.5 puutos)
Halle nunas ccnaciones paramétricas de la recta gque pasa por el punto A — (0,2, —1) v corta
ro— 1T—4A
1 | T S |
alas dog rectas: r=<¢ y — 4XA vs—
' -2 -2 —4
A 0
7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Sea la funcion f() ﬁ Fstudie el dominio, asintotas. crecimiento ¥ posibles puntos

de mAximo ¥ miinime relativo ¥ haga un dibwjo aproximade de lagrifiea de la funcidn f.

e

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calcule [ e*sina de. Nota: sine representa el seno de 2, v puede eseribirlo como sen .
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014 Duracion: 90min.

03100305

MODELOC 03

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 03

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Eatudie la existencia de una matriz A tal que A x A4 — 1, v ealeddlela en easo afirmativa,

Observacidn: A A represonta ol producto de matrices.

L_{a b . ; e ala U
_.4_(C d),flmulea—i—d#o 3 f—(n 1)-

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

Determine el punmo @ que es el simélrico del punto P (2. 1. —3) respecto al plauo que
deteriminan log pnntos 4 — (1.0.0). B — (0. 1.0) v ¢/ — (0.0, 1), Observacion El punto

es la imagen especular del punto P supuesto que el plano Tuera un gspejo.

3 Ejercicio (valor 2.5 pauitos)

Represente la grifica de la funcidn fr) —

4 Ejorcicio (valor 2.5 puntos)
. . o 2 =5
Caleule - — de,
t J —a?t — D9 4 — D

Opeién B

5 Igjercicio (valor 2.5 puntos)

201 =X
Dadalamatriz A — [ L A 3 con A € R jPara qué valores de A la matriz A no tiene
Aol =A

inversa?

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dyados los planos my =30+ by —da =1 =0, me =042y —

= —dw— 1y | 52 — 1 — 0. Estudie ol nimero de rectas gue determinan estos tres planos.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

‘¥

Sea la [uncidn fir) — —
i) a4+

. Estudie el dominio, asiniolas, erecimientio y posibles pumios

de méximo ¥ nminimo relativo y haga un dibujo aproximade de la grifica de la funcidn f.

8 Ljercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule fIn{x 1 1) da. Observacién: lnw es ¢l logaritmo neperiano de .

UNED. Matematicas. 141




03100305

Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matemadaticas II: 05

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

1

6

v

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Ar 2y | Az —2
Fstudie si ol sistema Sy poseesolucion, dependiendo delvalorde A 55 =< A — Ay — 2 — 1

Aroy oz A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudie Ta posicion relativa, deperdiendo del valor del pavimetro A, del plano

r—Ay— ol W
=y —z—3—=0

m=dAr | 2y b 32 -3 Ly larveda »r

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1

ad—

Estudie el crecimiento y decrecimiento de la grdfica de la funcién f(x) —

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
2.’!.‘

Caleule f m‘

.

Opcion B

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

20 1 24 | 3Az—1
Resuelva, dependiendo del valor de A, el siguiente sistema Sy = ¢ Avr—Ay—2 2
=y —z=2A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Halle @ v b para quelos tres planos = :— 0 [ 2y —z — 1.7’ :— 204yl ez — 0y
7= Fe | 3y — 2z = b conlengan auna misher recta v Determing unas ecimciones
paramélricas de r,
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

.
Sea la funcion fa) IS Estudie el dominio, asintotas, crecimiento ¥ posibles puntos

de mAxime ¥ winimo relativo ¥ haga un dibujo aproximado de la gralica de la funcidn [

Caleule { x?sen2x dr.
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014

03100305

Duracion: 90min.

MODELOC 07

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: 07
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Determine el conjunio de ndmeres reales o para los gue el vango de la matriz A e menor
que b

Nota:  ATrepresenia la matriza iraspuesia de A.

I 1 o
AMA—=-11 3 o
{K 'k il

2 Ejercicio (valor 2.5 puntus)
e Znai: S h— 0

Determine la distancia del punto A — (L L 1) a la recta » = { A YurdPh b

3 Ejercicio (salor 2.5 puntos)

Reprasente la grafica de la hneion =
t 24

4 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

. hr — 2
Calenlar [ — Jrd:r.
I o <

Opeion B

Ejercicio (valor 2.5 puntes)

o}
. . ] j e 2 ) sy, .,
Dacas lag matriees A — 1o M (" — gl . Hallese una madtiz X QU s soluridn
de la ccuacién matrieial A X A= ¢

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Halle ¢ v b para que los tres plancs # = a4+ 2y—2 L. 7 = Z2ao+y+az 0Oy
o = Ja+ 3y — 2z b contengan a una misia recla r. Determine unas ecuaciones

paramdéiricas de r.

7 Ejercicio (valor 2.5 puitos)

Estudie Ta grafica de la funcion f{e) — lole? 4+ 10 Nota: e es el lovaritms nepetiano de
fm) L [=)
A

8 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule [*_ sen®2u dr.
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014 Duracion: 90min. MODELO 09

03100305

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: (09
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Ar 2y | Az —2
Fstudie si ol sistema Sy poseesolucion, dependiendo delvalorde A 55 =< A — Ay — 2 — 1

Aroy oz A

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie, ¥ determine en caso de existir. el plano que cottiene a los puntos A — (1,2, 1) v
4 Jr+2y+3z2—5-—-10
B — (7.0.0), y que ¢s perpendicular a la recta r = ¢ © . :
(7.0.0), yq pery - WG _g

3 Ejercicio (valor 2.5 puitos)
|

o

[Represenre la grifica de la funeidn f(x) —

4 Ejereicio (valor 2.5 puntos)

2 M E
’ \ A | 20 —5
Caleule | T ‘);};:_‘.
TRt a2

Opcidén B

5 Ejercicio (valer 2.5 pantos)

a  UFe?2
Dada la matriz A=| 0 & O donde a v b son ndmeros no nulos, determine A"
200 —u

6 Ejercicio (valor 2.5 punios)

r+y—1 0
r+z4+1 — 0
m para que rosea paralela a =

Se consideran larecta » = v elplanew = @ | my— 2 — 6. Determine

Caleule. para dicho valor de sn. la distancia entre v ¥ .

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Fstudie la grafica de Ia funcion f{) — Infx® | 1), Observacion: Ina es ol logarinmo neperiano
e w.

']

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calenle {xcosx de.
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014

03100305

Duracion: 90min.

MODELC 11

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: 11
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Eatudie la existencia de una matriz A tal que A x A4 — 1, v ealeddlela en easo afirmativa,
Observacidn: A A represonta ol producto de matrices.

L_{a b . ; e ala U
_.4_(C d),flmulea—i—d#o 3 f—(n 1)-

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

Determine el punmo @ que es el simélrico del punto P (2. 1. —3) respecto al plauo que
deteriminan log pnntos 4 — (1.0.0). B — (0. 1.0) v ¢/ — (0.0, 1), Observacion El punto

es la imagen especular del punto P supuesto que el plano Tuera un gspejo.
3 Ejercicio (valor 2.5 pauitos)

P
Estudie las asintotas do la grdfica de la funcidn fr) — —

> — . 2
4 Ejorcicio (valor 2.5 puntos)
Calente | G — | f
aleule | ——— dur.
Bt 4 2
Opeién B
5 Ejercicio (valor 2.6 puntos)
| &7
Sea ¢ € R, Caleule. en fncion de a. ¢l rango de la matriz A — | 0 o« L
a 0 2
6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Thiclos los planos my, ms, my. estudie of mumers de rectas que determinan estos tres planos,

m=drt+dy—de—1l 0 m=r+2y—2-2_U0. v m=—-dr—Ay+52—4_0.

Fjercicio (valor 2.5 puntos)

Represente la grifica de la funcidn f(a) —

% Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Caleule fIn{r 1 1) da. Observacidn: Inae es ol logaritmo neperiano de .
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03100305

Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014

Duracion: 90min.

MODELC 13

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 13

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Resucelva ol sistoma 8 =

sistema compalible v determinado.

Opcion A

A 2y 1 32— 1
= Ay—z— 1 , parasaguellos valores de Ao que hacen al
g ),

2 Tjercicio (valor 2.5 pimtos)

D un paralelogramo ARC T se conoeen Guicaente los puntos A4 — (3. 1.0), B — (—1,2, 1)
v ("= (=2.0,1}). Se pide determinar el cuarto punto P v el drea del (vidngulo (71314,

i

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

In

. 3 -, fa :'I:
Se considera la funcion f{e) — —.

Estudie el dominio. asintotas, erecimiento, posibles

X
puntos de méaximo y minimo relative 3 haga un cdibujo aproximado de la grafica de la

funaién f.

Notar Ina designa ol logaritmo neperiano de .

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

he =4
b

- dir.
KR

Caleular [

Opceidén B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

aclas las matrices A — ( ) ) ol — ( l - ) Hallese una malriz X oque sea solucidn
by 1 1
de la ecuacién matrigial 4 X 47— ("
6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Dados los planos ry =3e + oy —Az—1 (], my=or4+2y—s—-2_-10, ¥
my = —3w— 4y | 5z — 4 — 0. Fstudie el niimero de rectas goe determinan ostos tres planos.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie v dibnje Ta grafica de la funcidn f(e) — =" 1 4%,

? Ejercicio (valor 2.5 punios)

Inx :
— dr.  Notadnx designa el logariimo neperiano de .
A

Caleule la integral f
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03100564

Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matematicas IT: (02
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

o8

Opcion A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Bstudie la existencia de una matriz X tal que AX — B, v calculela en caso de existir.

AT AP
4 (:3 4)5‘H (12)‘

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Determine ¢l plano gue contiene al punto A= (1.=1, 1} v que es perpendicular a la reeta
.= 100 | 5y | 82 —2—1)
Tl 20 —2y =221 24
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Determine las ecuaciones de todas las rectas asntotas de la funciom fle)  —————.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

: . 1
Caleule I W{J‘;?L
1 L=

Opeion B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

O 2 g
Sea s omatriy A — I O =1 ]. Calenle Lo miateiy inversa de AL
d e —2

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
4 | et .
Se consideran la recta » = 4 | i v el planor = w4+ my —z — G
‘ ‘ Bty — 2 pde=0 Y P L
Dictermine e para que # sea paralela o m. Caleule, para dicho salor de s, la distancia cotre
Vo,

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

et

Sea T luncion fle) — —
x

de maxime ¥ minimo relativo y haga un dibnjo aproximada de la gréafica de la funcidn f.

T Estudic ol dominio, asmuotas, evecindenio y podibles puntos

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule f(cosx)e” dz.
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matematicas IT: (4
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

1

6

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Ar 2y | Az —2
Fstudie si ol sistema Sy poseesolucion, dependiendo delvalorde A 55 =< A — Ay — 2 — 1

Aroy oz A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudie Ta posicion relativa, deperdiendo del valor del pavimetro A, del plano

r—Ay— ol W
=y —z—3—=0

m=dAr | 2y b 32 -3 Ly larveda »r

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
th, \ 1
Represente la grifica de la funcién flr) — ——.
=
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calenle el area de la region del plano delimitacda por la prafica de la funeidn fz) o' —a
v clintervalo [=201] del gje OX.

Opcion B

Fjercicio (valor 2.5 printos)
x| 2y 1 3z
Sca ol sistema de ccuaciones ¢ 2r+ oy +41: — —2 | Delermine la solucion, on {uncién
*+ 3y + ez a’
de ¢ € B en el caso de quesea compatible y deterninado,

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

r—y—1 0
-zt — 0

Determine m para que r sca paralela a =.

be consideran la reeta » { v ool plano g @y —zx G

Caleule. para dicho valor de s Ta distancia entre v v 7.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

: o S . el ‘

Represente, aproximadamente, la grafica de la lincidn f{) — Cp—— en el intervalo
— o5
|—m. 7| haciendo uso del estudio del crecimiento v extremos relativos de f.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calenle {In{x + 1) de. Observacion: e es el logaritmo neperiano de .

UNED. Matematicas. 148

Junio - 2014 Duracion: 90min. MODELO 04

Hoja: 1 de 1




03100564

Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matematicas IT: 06
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

1

6

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
A 2y 1 32— 1

Resuelva ol sistema 8, = 40— Ay—z — 1 , parasaguellos valores de Ao que hacen al
g ),

sistema compalible v determinado.

Tjercicio (valor 2.5 pimtos)

Ddo ol plano mde ccuacidon general @ | y — 2 — O, determiine la ccnacidn general de cada

uno de los planos paralelos que distan 3 unidacles del plano =

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Fstudie las asintotas de la grifica de da funcidn f{a) —
£

Ejereicio (valor 2.5 puntos)
Calenle ol drea de la regidn del plane delimitada por la grafica de la funcion f(z) — ' —x
v clintervals |—2, 1] del cje OX.

Opcion B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Y
Dada la malriz A=1 0 & 0 donde oy b son ndmeras ne nulos, determine A4
2l W

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie si existe algin punto comdn a-las reclas ¢y 1, En caso de no existir, determine
la, distancia entre ambas rectas.

A — 2= p— T
I = €r—y | 2=

1—-0 Y7 w—3y 1 3212—0
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

[ER

b
4 . .. . - . - . .. .
Sea la funcion f{a) — ———. Istudie ol dominio, asintotas. crecimiento y posibles puntos
"

de mAximo ¥ mmimo relativo y haga an dibujo aproximado de [a grafica de la fineidn .

Caleule [ r?sene de.
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014 Duracion: 90min. MODELO 08

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: 08
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

{3

)

Opcion A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
011

ados dos mtimerso oy b,ono nulose estudie si la mateiz A = o 1T 1] tiene malriv
(b 0

inversa, L caso afirmativao, ealeulela

Tjercicio (valor 2.5 pimtos)
Dado ol plano mde ccuacidn general @ | y — 2 — 0, determiine la cenacidn general de cada
uno de los planos paralelos que distan 3 unidacles del plano =

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Fstudie las asintotas de la grifica de da funcidn f{a) —
£

Ejereicio (valor 2.5 puntos)

0
Caleule f md:tf.

Opeidn B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

1% (Tl i

Dada A T . . Estudie si existe Ta matniz inversa de S Fnocaso alitmative.
AW N

calcilela.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Determine la ecuacién general de un plano que contiene al origen de coordenadas y es per-
. . == wty—2—2-0
pendicular a los planos que detertninan la recta de ecuacion general +» = e oyl s11 0
Ejercicio (valor 2.5 puntos)
—r—2 s & —1
Sea la [uneidn f() a—2a & 1<
b si 1 <<
Deternine los valores de a y & para que f sea continua en toda la recta real.

Una ves determinados los valores de ¢ v b en el apartado anerior, estudic la derivabilidad

de f.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule { o't cosz da.
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matematicas IT: 10
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

1

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudie si existe algina matriz X al gque A < X x B — ",y en caso afirmativo, caleilela,

Observacion: 4 x X representa sl producto de matrices,

12 2 g (ol @
A (3 --|)‘B (.1 3)(' (u 1)‘

Ejerciclo (valor 2.5 puntos)
Estudie, ¥ determine en caso e existiv, ol plano gque contiene a los puntos A — (1,2,1) ¥
. : dr 0 2yl dr—5H 1)
D (7,0,0), y que es perpendicular a la recta » = # .
T — g — & } LYl [-}
Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1

Ve — a2 J

Ropresente la gréfica de la funcion fn) —

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule (e 2)(e ! = 1)d.

Opcion BB

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

2 WES
Dada lamatris 4 — 1 A 3 con A € R jPara qué valores de X la matriz 4 no tiene
q Uy A

inversa”

Tjercicio (valor 2.5 pintos)

Dietermine la recta s que estd contenida en los plano & v 7, donde 7 o5 ol plano que
2p—2y—2 ] 2—0
@—2y—z—=3—1

gque pasa por ol origen v es paralelo al plano x =3x | 2 | 32 —2 — (.

. ¥ 72, es el plano

contiene al origen v es perpendicular la recta r

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie v dibuje la grafica de la funcién f(r) — —x' + 42%.

Fjercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule a2 g*(2%)de.  Observacién: fgr es la tangente de .
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014

Duracion: 90min.

MODELC 12

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 12

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

—

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opcion A

Eatudie la existencia de una matriz A tal que A x A4 — 1, v ealeddlela en easo afirmativa,
Observacidn: A A represonta ol producto de matrices.

L_{a b . ; e ala U
_.4_(C d),flmulea—i—d#o 3 f—(n 1)-

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

Dadlo el plane w de ecuacion general @ +y — =

o de los planas paralelos grue distan /3 anidades del plane =

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie el erecimiento y decrecimiento de la grafica de la (uncion f(#)

1 Fjereicia (valor 2.5 puntos)

c 1 - . .
Caleule | : In{x') dw. Observaecion: Ina representa ol logaritme neperiano de

Daila 1a matriz 4 —

At

5 Ejereicio (valor 2.5 puntos)

8. =
b0
0 —u

6 Ejercicio {(valer 2.5 puntos)

So consideran larecta v =

=

Lol
x|

Iy

m para que r sea paralela aw

{0, detenuine la ecuacion general de cada

Opcion B

donde a v & son mimeros no nulos, determine la malriz

0
()

Caleules para dicho valor de . Lo distancia entre # v w0

=1

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie v Jdibnje Ta grafica de la funcidn f(e) — 2 — 8%

e

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calcule {In{x 1 1) de. Observacion: lnw es ¢l logaritmo neperiano de .

v elplano 7 = =z | my— 2 — 6. Determine
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Duracion: 90min.

MODELOC 14

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 14

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dados dos mtimerso oy bono nulos: estudie si Ia

inversa, L caso afirmativao, ealeulela

2 Tjercicio (valor 2.5 pimtos)
1=
—A

& 2
paramétricas de la recta s, proveceidn ortogonal e

-
o

Sean la recta r velplang =

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1

Represente la apiflica de la fineion f(e) —

Ejerc-.i(':io (valor 2.5 puntos)
Caleule [{22% | 427 | 22)°d.

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dadeas las . W & B L -
adas las matrices . X 4R9 | S
de Lo ceuacion matrivial 4 X A~ =
6 Ejercicio {(valer 2.5 puntos)
Se consideran larecta r = Iy y
a oz | ()

m para que r sea paralela a w.

Caleules parva dicho valor de 1o distancia entre »

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opeion B

v ol plano =

011
maleiz A= [w 1 1 tiene mal riv
-6 0

20—yl z—1 0 Halle las ceuaciones

r sobre 7.

ITAallese una matriz X que sea solucion

x | my —z — 6. Determine

¥ @

Estudie y dibuje la grafica de la funcidn f(a) — 2> — 822

V)

Caleule ol drea de la region del plane delimitada por las grilicas de las funeiones siguicntes:

) . ) I
fley —coswe y gla) — sen 2 delinidas cn ol intervalo |0, T|
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Septiembre - 2014 | Duracisn: 90min.

03100305

MODELOC 15

Hoja: 1 de 1

Matemadticas II: 15

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Eatudie la existencia de una matriz A tal que A x A4 — 1, v ealeddlela en easo afirmativa,

Observacidn: A A represonta ol producto de matrices.

L_{a b . ; e ala U
_.4_(C d),flmulea—i—d#o 3 f—(n 1)-

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

Extudie la posicion relativa, dependiendo del valor del pardamecro A, del plano

T=3Ar | 2y 132 -3 Uoylarccta r

:{;r—/\y—z—l—Q

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

=y —z—3— 1

Estudie T oxistencia de reclas asimtolas correspordionte a lagedtica de Ja funcion

In 2*

f{r) — ———=. Observacién: In 2z es ol Ingaritma neperiano de .

o | e
1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

ax
Caleule [ ——

e W
2% W2

{eF .

Opcién B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
: D} ; 2 ; T o iy
Dadas las matrices 4 Ny, B . g LB HAllese una watriz X que sea solucidn
de 1s ceuacion matrigial A X A==

6 Ejercicio (valor 2.5 puntes)

Determine la recta s que edta contenida en los plano w0y wp, donde mp es ol plano que

contiene al origen ¥ es perpendicular 1 recta ¢

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Feiudie v dibuje la grafica de la funcion f{a) — 27 = 522,

% Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule f(a 1 cos®2) dr.

v —2y—212-0
r=2y—z2—-3-0
que pasa por el origen v es paralelo al plano s =32 1 2¢ | 32 -2 — 10,

, ¥ o oes el plano
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Septiembre - 2014 | Duracisn: 90min.

03100564

MODELOC 16

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 16

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

14 all

Soa o € R Determine ol valor del determimante o +3 a4+ 5
a | 6 a b

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dado cl plano 7 de ecuacidn general = | y — & — 0, determine la ccuacién general de cada

une de los planos paralelos que distan +/3 unidades del plano =.

3 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Represente L grifica de la tuneion fa) — —

R &

1 Ejercieio (valer 2.5 pantos)

= [ B s 4 - i
Calenle _fl Inx! dr. Obhservacidn: Ina representa el logaritmo neperiano de 2.

Opcion B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Qi | 24| BAz — 1
Resuelva, dependiendo del salor de A, o] siguiente sistema Sy = Ve — BN A
o s A

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

6
Estudie si existe algdn punto comin a las rectas ry y . En easo de no existir. determine
la distancia entre ambas rectas.
ey =2-—0 _ e ()
' = . M — R . B
! r—pt+z—1-0 ~°* F—dyptda+2 0

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sra la funcién f{r) — ¢“(x — 2). Estudic el dominio, asintotas. crecimicento. posibles ex-
tremoes relativos, convexidad v posibles puntos de inflexion de la funcidn f. Haga un dibujo
aproximado de la grafica de la fuueidn f.

8 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calende f(at cos®a) d,
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Septiembre - 2014 | Duracién: 90min. MODELO 17

03100305

Hoja: 1 de 1

Matematicas II: 17
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss
graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Determine el conjunio de ndmeres reales o para los gue el vango de la matriz A e menor

que b
1T 1 «

A I3 o | . Obscevacion: A representa la matriz traspuesta de A.
& o a

2 Ljercicio (valor 2.5 puntos)

Dadlo el plano w de ecuacion general w+y— 0, deteniine la ecuacidn seueral de cada
nno de los planos paralelos que distan 3 unidades el plano =

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sea la funcidn f(x)  — | Ine Estudie ol dominio. asimtotas. crecimiento v posibles puntos
"

de mdximo ¥ minime reladivoe ¥ haga un dibwjo aproximade de la grilica de la funcion f.

Nota: I designa el Togarfinio neperiano de e

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

o
Caleule [ m(f:t.‘.

Opeidn BB

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

2 3 " |2
T Nl 11
de la ceuncidn matricial A X A~ — ¢

Dadas las matrices 4 ) Tallese unamatriz X que sea solucidn

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Halle unas ccuaciones paramdtricas de la recta que pasa por o punto A(3,5,1) ¥ corla a

o= 1T =2 s — 1
lag dosrectas: r=<4 y — A ys= w—1—y—1—1 —.
2 0 -2

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sra la funcién f{r) — ¢“(x — 2). Estudic el dominio, asintotas. crecimicento. posibles ex-
tremos relativas, convexidad y posibles puntos de inflexidn de la funcidn £, Haga un dibujo
aproximado de la grafica de la fuueién f.

8 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Calenle  eos?(3a)du.
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Septiembre - 2014 | Duracisn: 90min.

MODELOC 18

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: 18
Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

1

4]

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Il

Dados dos mimeros a. 6 distintos, determine st la matriz A — | 2 o b DOSCE INVETSEa,
> B3
e b=

en [uncidn de los valores de a - v b,

Tjercicio (valor 2.5 pimtos)
Estudie la posicién relativa, dependiendo del valor del paramerzo A, del plano
r=Ay—z12-10

g=d3Ar | 29t 3z -3 U . vlarcetn r= { P—y—z—3_0

Ejercicio (salor 2.5 puntos)

Represente la gritficacde la funeion: f{a) —

Ejorcicio (valor 2.5 puntos)

Br — 2
Caleular f‘)—ld;t:
T —

Opeion B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

1 LS
Sea ¢ € R, Caleule., en fauncidn de a, el rango de la matriz A 0 a |
o () g

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

1 — 0
g el plane =

£ g — 2 — 6,

o ouz

‘ . Tt
se cousideran la recta v = { -

Determine o pata que v sea perpendicula a m. Caleule, para dicho valor de m, ol punto

de intorseecion.

Tjercicio (valor 2.5 pimtos)

Sea la funcion f{a) — e {x — 2). Estudic ¢l dominio. asintotas, crecimiento. posibles ex-
tremos relativos, comvexidad y posibles puntos de inllexidn de la luncidn f. Haga un dibujo

aproximade de Ta gralica de la funeion f.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule [ eos?(3r)dr.
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Matemadaticas IT: 19

Atencion: Conteste alos problemas de una dnica opeidn. Puede wtilizar una caleuladora cientifica sin prestaciones

prificas ni de progratuacidn,

Opecidn A

b o

6

=
i

¥

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
01 1

Dados dos nmerse ¢ vy b, no nulos. cstudie si la matriz A — [« 1 1| ticne matriz
0 b 0

inversa, B caso alivmativo, caledlela

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Je4+2y+3xz—-1 10

Determine la distancia del punto A — (1.1, 1) ala recta r = { W, 2 N\

Ejercicio (valor 2.5 puntoes)

[tepreseure la grafica de la funcion  f(@

Fjereicio (valor 2.5 puntos)

. —? | 20 4 1]
Caleule | — !, 7 : 1(_1:;:.
TR e —

Opcion B

Fjercicia (valor 2.5 pintos)
T

Dada A — L TR . Istudic si existe la matriz inversa de 1. En caso afirmativo.
11 =2

calcilela.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dudos los planes =y = 30 | Sy — e — 1 = U, w = w0 | Y2y —2 -2 — 0. v =y
= -3¢ — 4y | 5z — 4 — 0. Estudie ol mimero de rectas que determinan estos tres planos.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
. .. 1
Represenre la grifica de la funeién f(x) — ———.
Ar — a®

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule {In{a + 1) de. Observacion: lnw es el logariting neperiano de x
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PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Duracion: 90min.

03100564 Septiembre - 2014

MODELOC 20

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas II: 20

Atencidn: Conteste a los problemas de una tnlea opeion. Puede utilizar una caleuladora cientifica sin prestacionss

graficas ni de programacion,

Opcion A

L Ejercicio (valor 2.5 puntos)
A

Fstudie si ol sistema Sy poscesolucion, dependiendo delvalor de A, 8y =<0 Aa —

/\.:T’

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

29 | Az —12

LA

Estudie la pogicin relativa, dependiendo del valor del paranietra A, de los tres planos
sipiientes: 7 = 3Ar | 2y 1320, m=ar—Ay—z— 0, maz=a—wy—z—A—

3 Ejercicio (valer 2.5 puntos)
I

Se considera Ta funcion f() — —. Estudie ¢l dominio. asintolas, erceimicnio, posibles
P

puntos de rAximo vy owinimo relative vy haga un dibujo aprosimado de la grafica de la

funcidm f.

Notas I desiona el logaritimo neperiano de .

4 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
a >

=

i

Ao

da.

Caleular |

[Re}

Opeion B

5 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

1 0 —1
Paidla 4 — 0 1 3 . Estwdie si existe b matriz ioversa de 4. Eo ocaso alirmiativo.
4 152

calelela,

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie si existe algin punto connit a las rectas ¢y e Encaso de no exdstir,

la distancia ontre ambas roct as.

o Jr=y—z=2 0 _ 2 4+2p—z—3 0
"= w—ylz-1—10 w—3y 1 3:12—0

i
—
[

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Istudic v dibuje la grédfica de la funcién f{e) — 2" — 822

v d)

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule [ In{x + 1) do. Observacion: nw es el logaritmo neperiano de x.

determine
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Matematicas I} (F.G.)

l

PRUEBA DE ACCESQO A LA UNIVERSIDAD

I

03100305 Junio - 2015

Duracidn: 90min.

MODELO 01

Hoja: 1 de 1

Matemdticas IT: 01

Atencidén: Conteste a los problemas de une finica opcidn. Puede utilizar una calculadora cientifica sin prestaciones

gréficas ni de programacién.

" 1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Dados dos nimerso a y b, tales que

afirmativo, calcule su inversa. A=

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opcién A

‘ab#0
01
a l
0 &

1
1
0

Estudie la posicidn relativa de los tres planos siguientes segiin valor del pardmetro A.

m=3A+2i+32=0, m=r-Idy—-2z=0, m=rx-y—2z—-A=0.

3 Ljercicio (valor 2.5 puntos) -

Estudie todas las rectas asintotas de la gréfica de la funcién f(z) =

"4 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1 .
Calewle [ (2% +1)*(z—1) dx.

o =1

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sea A una matriz cuadrada de orden 3 que verifica la ecuacién matricial A% = J — 24,

2% = 422
72 —3x4+2

Opcién B

estudie si la matriz At es inversible. En caso

siendo I la matriz identidad de orden 3. Pruebe que A es inversible y determine la matriz

A-1 en funcién de A.

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dado el plano 7 = £ — y + 2 — 3 = 0, determine tados los planos que contienen a los puntos
A=(~1,0,0)}, B=(0,1,0) y forman un éngulo de 30° con el plano .

Observacidn: sen(30°) = %, cos(30°) =

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

V3
‘E"‘.

Estudie y dibuje la gréfica de la funcién f{z) = = — 8>

8 Bjercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule f In(x + 1) da

Observacién: Inz es el logaritmo neperiano de x.
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015

03100564

Duracion: 90min.

MODELC 02

Hoja: 1 de 1

Matemadticas IT: 02

Atemeidn: Conteste alos problemas de una (nica opeidn.

griaficas ni de programacion,

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opcion A

Puede utilizar unn caleuladora cientificn sin prestacionss

01 1
Dados dos nlmerse a y b, no nules. estudie si la matriz 4 — [« 1 1| tiene matriz
06 0

inversa, Facaso alivmativo, caledlela,

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dada la recta: » que pasa por los puntos A — (00101 y B — (1.1.0), ¥ la recta v que
pasa por los puntos € — (—1.0.1) y 1) — {0,3.0). Lstudie si las dos reetas definen un
plano que las contiene. §Cual ¢s su ccuacidn general?

3 Ejercicio {valer 2.5 puntes)
Itepresente la grifica de la funecidn f{x) —

4 Ejetcicio (valor 2.5 puntos)
i — 4

Calenle / 5w el

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

5
T Oh, ol
Daila A O 2
1 W -7
caleilola,

6 Ejercicio (valer 2.5 paitos)

Opeion B

£E
ae= 20
Tt =3+ 2

. estudie sioexiste la matriz nversa de 4. Tn caso afirnialivo.

JQué relacion existe entre los coeficientes de la cenacidn del planom = a2 | by 1 ez 1 d 0

para que 7 sea perpendicular a la recta ey

punto arigen de coordenadas.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Represente la grafica de la funeidn f(r) —

& Ejercicio (valor 2.5 puntos)

aT
Calculc/ sen®a dr.

—iT

rt+y—z—2-1

r—3y—s+1 0 y que ® conlenga al

|
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015

03100305

Duracion: 90min. MODELO 03

Hoja: 1 de 1

Matematicas IT: (03
Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss
griaficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

1

Dado un nimero a £ 0, determine si la matriz 4 — g 2 —a | posee inversa en
a
G,

funcion del valor de .

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dada la recta rpque pasa por los puntos A — (0, 1, 1) ¥ 8 — (1, 1.0}, v la pecla # que pasa
por los puntos (F — {=1.0.1) y 1) — (0,3,0). Se pide estudiar si estas reelag definen un
plato,

3 Ejercicio {valer 2.5 puntes)

Represente la grafica de la funcidn fr) —

4 Ejetcicio (valor 2.5 puntos)

. 9
(.'.alc:‘ulef_—__,)rf:zr.
16 | 25~

Opcion B

5 Ejercicio (salor 2.5 puntos)
Estudie el rango de la matriz 4 en luncion del mmero real o y el nidinero enters .

o I
A - Hoox w4

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudis st existe algdn punto connite a las rectas #p v oros Encenso de no exastir. determine
la distancia entre ambas roctas,

C_Jae—y—2-2 0 2e+2y—5-3 0
= :r:—_.y—{—

—1—0 YT\ w-3y+3:+2-0
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

L2 &

Represente la grifica de la funcion f{r) —

% Caleule /;rzsenz-r dr.
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Matematicas Il (F.E.) |

TR

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD R

Junio - 2015 Buracién; $0min. MODELO 04

03100564

Hoja: 1 de 1

Matemsiticas II: 04
Atencién: Conteste a los problemas de una ¢inica opcién. Puede utilizar una calculadora cientifica gin prestaciones

grdficas ni de programacion.

Opcién A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Dada la matriz A, estudie ia existencia de una matriz X tal que X x A = I. Calciilela en
&l caso de que exista y sea Gnica.

1 23 100
A={o12], =010}
320 001

Observacién: X x A representa el producto de matrices.

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie y determine, en easo de existir, el plano que contiene a los puntos A = (1,2,1) y

_ X | 8r+2y+32-5=10
B =(7,0,0}, y que es perpendicular & la recta r = { .Y,

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1

_m'

Estudie el crecimiento y decrecimiento de la gréfica dé la funcién f(z) = =

4 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Calcule el 4rea de la regién del plano delimitada por la grifica de la funcién f(z) = z' — =z
y el intervalo (-2, 1] del cje OX.

Opcion B.

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sea A une matriz cuadrada de orden 3 que verifica la ecuacién matricial A? + 24 = I,
siendo [ la matriz identidad de orden 3, Compruebe que A es inversible determinando Ia
inversa de A en funcién de A.

6 Ejercicio (valor 2.5 p;.mtos)
Estudie el nimero de rectas que determinan los tres pianos siguientes:
m=3x+5y—4z2—-1=0, m =rt+2y-2-2=0, y ;= 3z —4dy+52—-4=0.

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Sea la funcién f(z) = e*(x — 2). Estudie ] dominio, asintotas, crecimiento, posibles ex-

tremos relativos, convexidad y posibles puntos de inflexién de la funcién f. Dibuje la gréfica
de f.

8 Calcule / z’sen3z dz.
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03100305

Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015 Duracion: 90min.

MODELOC 05

Hoja: 1 de 1

Matemadticas II: 05

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

1

-
I

)

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
1
ados dios mimerso oy bono nulosc estudie si la matriz A = |1
b

inversa, L caso afirmativa, ealeulela,

Tjercicio (valor 2.5 pimtos)

tiene mal riv

Determine ol punto @ que es ¢l simétrico del punto 2 — (2. 1. —3) respecte al plano que

determinan los puntos 4 — (1.0.0). £ — (0, 1,0} y ¢ — (0.0, 1).

Observacion EL puntoe € cs la imagen especular del punto {2 supuesto yue ¢l plano Tuera un

espejo.

Fjercicio (valor 2.5 punlos)
Represente la gréfica de la fincidn fa) = /3 — a2

Ejorcicio (valor 2.5 puntos)

Caleule /(P.“' + 2)(e* S Lidr.

Opcion B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Tt =1
Dada A — | 0 1 3 |, estudic 8 existe la matriz inversa de A To caso alirmativo.
1 1 =2
caletilela,
Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Halle unas coenaciones paramatricas de la reeta que pasa por el punto A4 (35, 1) ¥ cotta
ao— 1= S
alas dos rectas: ri— {0y A ovs —a—1—y—-1-— .
z — 0 e

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudic v dibuje la grafica de la funcién f{r) — 2° — 827
Ljercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule /COSQ(:}.'I‘)J;L'.
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03100564

Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Matematicas IT: 06
Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

s

6

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Diacla la matriz A. estuclie la existencia de una matriz X tal que 4 x X — I, y caledlela en
el caso de que exista, Observacion: A x X represenia el producto de niatrices.

1 248 LoD
A—1 0.1 27, " (1 g ()
3 20 001

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Del proralelograano ABC ) se conocen micamente los puntos A4 = (3.1.0). 8 —(-1,2,1)
v (" — (=2.0.4). Se pide determinar ¢l cuarto punto £ v el darea del tridngulo (/12 A.

Obisercacion: ABC) e3 ol paralelogramo que ane A con B B eon O C con Jry 1 eon 4.

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Determine las ccuaciones de todas las reetas asintetas de la funeion  f(x) 5 .
o=

Fjercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule el droa de la regidn del plane delimitada por la grafica de la funcién f{a) = 2" — &
v elintervalo |=2,1] del eje QX

Opeion BB

Ejercicio (valor 2.5 puntes)

0D e D
Determine las potencias A% dala matriz A 00 ¢ Jdonde a. by eson nameros
b 00
no nulos, v k. es un nimero natural nayoer que L.
Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Halle & v b para que Ins lres planos =) .= a4+ 2y —2 =1, m = 2r4+y+az =20
v omy o~ S 3w — 2z — b eontengan aouna misma recla ro Delermine unas conaciones

parnimétricas do

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
3

De la funcién f(z) et cstudie el dominie, asintotas, crechimicnto v posibles puntos
e

dle 1naximo ¥ nunimo relativo ¥y haga un dibujo aproximado de la grifica de la funeidn f.

Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Calenle /:::rtos RNe
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015

03100305

Duracion: 90min.

MODELOC 07

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas II: 07

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opcion A

Discuta y resuelva, segin los valores del pardmetro a, el siguiente sistema de ecuaciones:

T | ek 0
Y — T
ar—y+ oz o= I

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

Determine la distancia del ponte A

3 Ejercicio (valor 2.5 puitos)

Represenre la griafica de la funeién f(z) — —

.

Ljercicio (valor 2.5 puntos)

1
Caleule / @ H1P (= 1) .

1

(1.1.1) o lu recta

Opcidn B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

LS 2y +32 -1 -0
Tl a—y—=—z11—=10

1
Vir = 2

Estudie ol rango de la matriz A para todos los ndmeros reales o v los ndmeros cateros .

N o
A n o a 1l l
a n+1 oo

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dado ol plano m = a4 —y+2=3 0, determine todos los planos que contienen a los puntos
A= (=100 B0, 1L0) ¥ lorman nn Angnlo de 30% con el plano =,

. |
Observacidn sen{302) 7 cos{307%)

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sea la luncidn f{r) " — 2). Estwlie el dominio, asintotas. erecimienta, posibles ex-
tremos relativos, convexidad y posibles pimtos de inflexion de la fneion £, Haga un dibigo
aproximade de la gralicn de la funedn f.

oo

Ejerc-.i(':io {valor 2.5 puntos)

Calenle /(’c.asg(:i;r) dur.
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015 Duracion: 90min.

03100564

MODELOC 08

Hoja: 1 de 1

Matemadticas IT: 08

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estuclie si existe alguna matriz X tal que 4 x X x B — (", y en caso afirmativo, caleilela.

A ACTS G p—
A (3 4),8 (__1 3)(__ (O l)

Observacidn: 4 < X representa el producto de matrices.

2 Ljercicio (valor 2.5 puntos)
Dada la recta: vy que pasa por los puntos 1 — (0.1.1) v B —

(1.1.0)., ¥ la recta v que

pasa pot los puntos ¢ (=100 1)y £ (0.3.0). ;Qué plano definen estas dos rectas?.

3 Ejercicio (valor 2.5 puntes)

Determine las couaciones de todas las reetas asintotas de la funcion fv)

1 Ejereicio (valor 2.5 puntos)

9
Caleule /__—,d:r-.
J 16 | 2522

Opcion B

5 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Resuelva, dependiendo del valor de A, el siguienie sistema Sy =

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Se cousideran las rectas; r1, que pasa por los puntos A
2e4+y—z—1 0

r—py—z+ =10
0 gue B CTUCen.

?’2 =

7 Bjercicio (valor 2.5 puntos)

Represente la grafica de la funcién f(r) — rre
) ol i

! EJ(‘L( 110 (valor 2.5 puntos)

aleule / na® da.

Observacidn: Inx represonta el logaritmo neperiano de «.

e 2 | 3 |
ANy 4P 2
r=y—zr—A

. Caleule ladistancia entre ellas, en el easo de que sean paralelas
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015 Duracion: 90min.

03100305

MODELC 09

Hoja: 1 de 1

Matemadticas II: 09

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Dados dos numerso a . v b distintes. determine si la martriz 4 — 2
1
inversa en himeion de los valores de o | v D,
2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

. ! : ; g e+ 2y 4+ 32— 1
Determine la distancia del panto A — (1.1.1) a la recta r= { % Nl

3 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

In.x

w—y—z 1 =0

Se cousidera la funeidn f(w)  ——. Estudic ¢l dominio. asintotas, crecimicito, posibles

puntos de maxime v mmione reladivo v haga un dibujo aproxinado de la grifica de o

funeidn f.

Observacion: Ine designa el logaritmo neperiano de .

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

: " frf— |
(_'.ellc:'ul('r/ ”037 de.
S 2

Opcion B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

)

. i - ke |2 , 4 o8 Ny
Dadas las matrices A — ( . ; ) v (7 — ( : ) Hallese una matriz X que sca solucidn

de la ecnacidn matrieial 4 X A-1 ¢

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
AQué relaciaon debe existiv entre los conficientes de la ecnacion general del plano

T=ar | by | cz 1 d—0 para que dicho plano sca perpendicular a la recta

w—y—z—2-=10 [ I : D
ty = . ; - Vooonlenga al punto origen.
2= aw—dy—z11-0 " st i

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

5 .

cor . ., . £t =2

Represente la gréfica de la funcion f{r) — ————.
& / |

& Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Caleule /In(;;-: 1) e,

Obscrvacidn: Inz os ol logaritnio neperiano de .
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Matematicas Il {(F.E.)

e PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD
Junio - 2015
03100564 "

Duracion: 90min.

MODELC 10

Hoja: 1 de 1

Matemadaticas IT: 10

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss
griaficas ni de programacion,

Opcion A
1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Dada la matriz A, estudie la existencia de una matriz ¥ tal que M x< ¥ — I, vy caledlela

| =3 I
eroel caso de que exista, Af = 01T 2 ], i g
3.2 0

Ll (7
Observacion: M x Y representa ol producto de mal vices,

Ejercicio (valor 2.3 puntos)

FZ

LUl es la minima distancia entre el punto A — (1.1, 1) y i punto de la recta
. { dr 2yt 3 —-1-0,
;= .

r=—y—z+1=0
3 Ejercicio (salor 2.5 puntos)
F | RS | Bl . . 5 .
Estudie 1a luncidn fa) — —— ¥ haga nn dibigo aproximado de Ta grafica de [,
A
Nota: Ina designa ¢l logariting neperiano de .

e

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

4 !‘I'
Clalenle / mdl

Opeion B

fa |

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

2Ar 1 2y | 3hz— 1
Ar— Ay — o — 2

r—y—z—A
Fjercicio (valor 2.5 puntos)

Resuelva, dependiendo del valorde A, el siguiente sistema Sy =

—

}

Determine la ecuacidn general de un plano que contiene al origen de coordenadas y es per-
pendicular a los planos que determinan la reeta de ecuacién general »

wly—2—2-—0
r—y+z+1=0"
T Ejercicio (valor 2.5 puntos)
—r—2 si < —1
Sea la funcidn flz) — ¢ a—22° si -1 <o <1 .
bivw 5 | =

NN

Estudie si cxisten valores de a v b para que f sea derivable en toda la rocta real.

Calcule /:??28(-'51'1(2 + &) dr.
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Matematicas Il (F.G.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015

03100305

Duracion: 90min.

MODELC 11

Hoja: 1 de 1

Matemadticas IT: 11

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Opcion A

Estuclie si existe alguna matriz X tal que B x X x A — (", y en caso afirmativo, caleilela.

1= (3 3 et

_—
Q le /

Observacidn: 4 < X representa el producto de matrices.

2 Ljercicio (valor 2.5 puntos)

Dietermine el area del cuadrildtere ADCD tal que A — (1.2, 1), B - (1.4, " —(6,1.1)

voDo(@.-11)

Observacion: Cuadrilatero: Tigura plana de cuatro lados

3 Ejercicio (valer 2.5 punlos)
Inx

Dada la funcion f{z) — —. Dstddicla ¥ haga un dibujo apreximado de la gréifica de la
: T ;

funcidn f.

Observacidn: e designa ol logariting neperiane de .

4 Ejercicio (valor 2.3 puntos)

Caleule el drea de la region del plano delimitada por las grilicas de lag Tuiciones siguicntes:

Sy at — o vgle) @ — 1 definidas en el intervalo [—1.1].

5 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

Opeion B

2 1 =A
Sea A— | 1 A 3 con A € R jPara qué valores de Al matriz 4 no tene inversa?
11 =X

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

St vonsicleran las rectas: ry, que pasa por los puntos A — (0,1, =1) v B — (1.1.0). ¥

2r+y—z—1=1(
oy o=z 0
O QuUE SC CTUCCIL

I'n

7 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Represente la grafica de la fuucion f{w)

% Calcule /:r: sone dr.

= 2w
a+1 7

. Caleule la distancia entre ellas, en ol easo de que scan paralelas
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Matematicas Il {(F.E.)

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Duracion: 90min.

MODELC 12

Hoja: 1 de 1

Matemadticas IT: 12

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

L1 W
Dado un ndmero a, determine si la-matriz 4 — | 2 a  —a | posee inversa en funcidn
Y

el valor de .

2 Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Estudie, ¥ delermine en easo de existir, of plano que couticne o los puntos A — (1,2,

It — (7.0.0), y que o5 perpendicular a la recta v = {

3 Ejercicio (valor 2.5 punios)

Represente la grafica de la funcion f(e)

4 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Claleule /(:i"ul |2 | Ve

Opeion B

5 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Al 2y 132 —-5-0
—y — ol SR

£ —

1)y

SR
Deterinine las potencias A% de la natriz A R0 Y donde w0 b v e son mreros
! 3
b 00

no nulos. v & es un ntmero natural wavor que 1.

6 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Latudie el numero de rectas gue determinan ostos tres planos;

mp=de t dy—Adz—=1—10.

[Represente la grafica de la funcién f(x) — -

8 Fjercicio (valor 2.5 puntos)

Calcule / Inz” dz.
g1

a | 2y —z2—2— 1.

7 Ejercicio (valer 2.5 puitos)

1
3 —

Observacion: Inax representa ol logaritmo neperiano de @,

v oy = —de— 1y | Hhr—14—1(.
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Matematicas IT: 13
Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss
griaficas ni de programacion,

Opcion A

6

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

a all al?2
Sea o € B. Determine el valor del determinante ¢ +3 a4+5 a-+ 7.
a+6 a4+9 utl2

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

@ — =1l=2A
Drclos la recta r — ¥o— —A yeoplane 7 = 2w —w | 2= 1= 0. halle las
i 2A

pensciones paranélricas de la reeta s, proveecidn ortogonal de e sobre =,

Ejercicio (valor 2.5 puntoes)
1

V3T — 72

Represente la grafica de la funcién fr) —
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

A
(.‘.alculo/ (2 1 Dz 1) do,

-1

Opeidon B

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Sra A una marriz cuadrada de orden 3 que verifica la eeuacién matricial 24 | A —
siendo I la matriz identidad de orden 3. Compruebe que 4 es inversible determinando
inversa de A en [uncidn de A,

I.
la

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Determine la recta s que estd contenida en los plano 7, v =3, donde 7 es of plano gque
r—2y—z2 210
=2y —z—3-10
que pasa por el origen v es paralelo al plano x =3c+ 2y +3: —2=1(.

contiene al origen v es perpendicular la recta » = L¥ mooes el plano

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Estudie v dibije la grafica de la fimaidn f(e) 2% — 8»2
Ejercicio (valor 2.5 puntos)

D s
Caleule / cos (A
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03100305

MODELOC 14

Hoja: 1 de 1

Matemadticas II: 14

Atenecidn: Conteste alos problemas de una tnlea opeidn. Puede utilizar una calouladora cientifica sin prestacionss

griaficas ni de programacion,

Opcion A

1 Ejercicio (valor 2.5 puntos)

Discuta y resuelva, segin los valores del pardmetro a, el siguiente sistema de ecuaciones:

T | ek 0
Y — T
ar—y+ oz o= I

2 Ejerciclo (valor 2.5 puntos)

D un paralelogramo ACT B se conocen Unicanente los prumros A — (3. 1.0), B — (=1,2.1)
v O = (=2.0,4). Sc pide detorniinar ol cuarto punto £ v el drea del teidngalo 712 A.

Obsercacion: ABCE es el paralelogramo que e 4 con B, B eon CG Cheon £ y 1) con A,

3 Ejercicio (valor 2.5 punlos)

Determine las ecuaciones de todas las rectas asintotas de la luneidn f{r) —

4 Ejercicio (valer 2.5 puntos)

. Tt 2 — 5
Caleule / ;; i ,: i du.
J YR T Lligesl 7% 2

= B

Opeidon B

H Bjercicio (valor 2.5 puntos)

[tesuclva, dependiendo del walor de A, el siguicnte sistcma Sy, =

o

i Ejercicio (valer 2.5 puntos)

20r + 2y 4+ 3 — 1
Ar—Ay— =z —2
L—y=z A

Petermine la recta s que estd contenida en los plano =3 v 7y, donde 71 es el plano gue

contiene al arigen ¥ es perpendicular la recta r =

que pasa por el oripgen v es paralelo al plano = = 30+ 29+ 32 —

Ejercicio (valor 2.5 puntos)

.I.;’ —

Represente la grifica de la funcién f(x) — ?——i-l

20

Ejercicio (valor 2.5 puntos)
Caleule /::r:2 tg () dr.

Observacidn: 1g x es la tangente de .

Z2r 2y oz | 2-0
x—2y—s2—3-10

L vy es el plano

2 0
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Junio - 2015 Duracién: 90min. MODELO 01

03100311

Hoja: 1 de 2

NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opciones A y B. El alumno debera elegir una de ellas y
contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respuestas. Esta permitido el uso de calculadora
no grafica ni programable.

OPCION A
1. (3 puntos) Para la desinfeccién de una piscina es necesario un maximo de 2’4 litros de un producto Ay un
minimo de 2’5 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio
de 10y 30 euros el litro, respectivamente. En la composicién de M hay un 10% de Ay un 50% de B en la
de N hay un 40% de Ay un 10% de B. ¢ Cuantos litros de M y N necesitamos para desinfectar la piscina con
el minimo coste?

2. (2 puntos) ¢En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcién y = x2 — 5x + 6 es paralela a la
bisectriz del primer cuadrante? Escriba la ecuacion de la recta tangente en dicho punto.

3. (2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones y de su expresién simplificada:
a. f(x)= Va1 b. f(x) =nVx* + 2

Vx+1

4. (3 puntos) El peso medio de los deportistas de un club deportivo se distribuye segtin una N(110,15). Nos
proponemaos extraer una muestra aleatoria de tamafion = 25.
a) ¢Cuadl sera la distribucién de las medias muestrales que pueden extraerse?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que el peso medio de la muestra de 25 deportistas de una muestra sea
superiora 1157
c) Determine un intervalo de caracteristico para las medias muestrales correspondientes a una
probabilidad 1 — a = 0’95.

OPCION B
1. (3 puntos) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3x —2y—z=11
x+2y=2z=7
& OXx - 2—8-13
Resuelva usando el método de Gauss o algiin método matricial.

2. (3 puntos) Determine los valores de b, ¢ y d para que la funciéon f(x) = x3 + bx? + cx + d tenga un
maximo en el punto de abscisa x = —14, un minimo en el punto de abcisa x = 0y para que tome valor 1
enx = 1.

3. (2 puntos) Sean Ay B dos sucesos tales que:
3 2 1
P(AUB) =3 P(BC) =3V P(ANB) =3
Halle P(B), P(A) y P(A¢ n B).
4. (2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de los
cajeros van a trabajar en coche. Calcule la probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:

a) Cajera o que va en coche.
b) Sabiendo que es cajero, ¢cual es la probabilidad de que vaya en coche?
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas y

contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respucstas. Estd permitido ¢l uso de caleuladora
no grafica ni programable.

1.

OPCION A
(2 puntos) Una fabrica de chocolate emplea, para una determinada marca, leche, cacao y almendras, siendo la
proporcidn de leche el doble que la de cacac y almendras juntas. Los precios de los ingredientes por kilo son: leche,
080 euros; cacao, 4 eurcs; ¥y almendras, 10 euros. En un dia se fabrican 9000 kg de chocolate de dicha marca con
un coste total de 22800 euros. iCuantos kilos se utilizan de cada componente? Resolver usando el método de
Gauss o algdn otro métode matricial.

(2 puntos) Dadas las matrices A = (: )v B = (_13 é) caleular (ARY y (AB) 1.

(3 puntos) Determinar los pardmetros @ v & para que la funcidn £ (x) sea continua:
3x—a s =1
x+b 5 l<x<4
F=92x+4

X

si x=4

(3 puntos) Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que P{A) = 0'4. P(B) =03 v
P{An B) = 0'L. Calcula razonadamente:

P(AUB), P(A° N BSY, P(A/B) y P(A" N B).

OPCIONB
(3 puntos) Dado el problema de programacion lineal :
Optimizar Z = 20x — 15y

x+3y <2

2Zx—y <6

con las restriccionas ¢ 3x —y < 3
x=<6

x—y=3

a. Represente |a region factible.
b, Determine los posibles extremos.
c. ¢En qué punto se alcanza el minimo? i Cual es el valor minimo alcanzado?

(2 puntos) Estudie la continuidad de la siguiente funcién y obtenga sus asintotas:

1
FO)=—m—s
(2 puntos) Calcule las siguientes integrales:
x-2 = __a
= b 2 —94g
a) f(&)dx ) [ xvx X

{3 puntos) En una fibrica de bombillas, se ha comprobado que el 4% de ellas son defectuosas. Un cliente va a

comprar un paquete de 500 bombillas. Determinar:

a) El numero esperado de bombillas no defectuosas en un paquete de 500.

b} La distribucion de la proporcion de bombillas defectuosas en las cajas de 500 bomhillas.

c) La probabilidad de que el nimera de bombillas defectuosas (en un paquete de 500 bombillas) esté entre 20 y
30.
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllus y
contestar a las preguntas de forma razonada vy justificando sus respuestas. Esta permitido el uso de calculadora no
grafica ni programable.

OPCION A
1. (3 puntos) Una compafiia agrea con fines recreativos, organiza viajes en avioneta y en helicdpteros. Para ello
dispone de una flota de 4 helicopteros y 6 avionetas. El nimero de excursiones esta condicionado a un minimo de
3 permisos para ver elefantes y un méximo & para las ballenas. Los precios de las excursiones son de 200 eurcs por
persona en el caso de los helicdpteros y de 300 euros por persona en el caso de las avionetas. Escriba TODAS las
restricciones gue debe cumplir el problema. Si la empresa quiere obtener un ingreso maximo por la actividad,
écuantas excursiones de cada tipo tiene que organizar?

2. (3 puntos) Estudie la continuidad de |a siguiente funcion:

: FR NG < o5
=14 ;
/x s A <x<ew

3. {2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de |os cajeros
van a trabajar en coche. Calcule la probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:
a. Cajera o que va en coche.
h. Sabiendo que &s cajera, {cual es la prababilidad de que vaya en coche?

4. (2 puntos) En una muestra aleatoria de tamafio 1.000 llevada a cabe en los institutos de una determinada
comunidad, el coeficiente intelectual medio de los entrevistados resulto ser de 105, conuna desviacion tipica de 7.
Construya un intervalo de confianza al 99% para el coeficiente intelectual de los estudiantes.

OPCION B
1. (3 puntos) Para la desinfeccién de una piscina es necesario un maxime de 2°4 litros de un producto A y un minimo
de 2’5 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio de 10 v 30 euros el
litro, respectivamente. En la composician de M hay un 10% de A y un 503 de B an la de N hay un 40% de A y un
10% de B. {Cudntos litros de M y N necesitamos para desinfectar la piscina con el minimo coste? Resuelva usando
el método de Gauss o algun otro método matricial.

2. (2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

a. f(x) = :’;T b. flx)=1In (&_1)

WX+

3, (2 puntos) ¢En qué punto la recta tangente a la gréfica de la funcién y = x? — 5x + 6 es paralela a la bisectriz del
primer cuadrante? Escriba |a ecuacion de la recta tangente en dicho punto.

4, (3 puntos) El pese medio de los deportistas de un club deportivo se distribuye segin una N{110,15}. Nos
proponemos extraer una muestra aleatoria de tamafion = 25,
a) ¢Cudlsera ladistribucidn de las medias muestrales que pueden extraerse?
b} éCudl es la probabilidad de que el peso medio de la muestra de 25 deportistas de una muestra sea
superiora 1157
¢} Determine un intervalo de caracteristico para las medias muestrales correspondientes a una
probabilidad 1 — e = 0'95.
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllus y
contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respucstas. Estd permitido ¢l uso de caleuladora
no grafica ni programable.

OPCION A
1. (2 puntos) Una fabrica de chocolate emplea, para una determinada marca, leche, cacao y almendras,
siendo la proporcion de leche el doble gue Iz de cacao y almendras juntas. Los precios de los ingredientes
por kile son: leche, 080 euros; cacao, 4 euros; vy almendras, 10 euros, En un dia se fabrican 9000 kg de
chocolate de dicha marca con un coste total de 22800 euros. ¢Cudntos kilos se utilizan de cada
componente? Resuelva usando el método de Gauss o algin otro método matricial,

2. (2 puntos) Halle todas las matrices que conmutan con:
AN —1
% i (2 3 )

3. (3 puntos) Halle el valor de o para que la funcién f(x) sea derivable en x = 2 siendo:
_{x?+2 si x=2
f(x)_{ax+4 st ox>?2

4. (3 puntos) Sean Ay B dos sucesos tales que:
3

P(AUB) ==, P(BS) =2y P(ANB) =~

Halle P(8), P(A) y P(A“ n B).

OPCION B
1. (3 puntos) Dada el problema de programacion lineal :
Optimizar £ = 20x — 15y

x+3y =<2

Zx —y <6

con las restricciones { 3x — v <3
x<6

x—y=3

a. Represente la regidn factible,
b. Determine los posibles extremos.
c. éEnqué punto se alcanza el minimo? ¢ Cudl es el valor minimo alcanzado?
2. (3 puntos) Determine los parametros a y b para que la funcidn f(x) sea continua:
3x—a si x=1

x+b si 1<x<4
S =92¢ 14

X

si x=4

3. (2 puntos) La duracién de los motores de una marca de neveras sigue una distribucién normal con una
media de 10,000 horas de duracidn y una desviacién tipica de 600 horas, Se toma al azar una muestra de
200 neveras y se calcula la media. (Cudl es |la probabilidad de que sea menor de 8.500? Nombre |as
variables aleatorias que aparecen en el problema e indique la distribucidn que siguen las mismas.

4. (2 puntos) De dos sucesos Ay B se sabe que:

P(A) == P(B) = yP(4“nBY) ==

Halle P(AU B), P(ANB“)y P(AN B).
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllus y

contestar a las preguntas de forma razonada vy justificando sus respuestas. Esta permitido el uso de calculadora no
grafica ni programable.

1.

2.

OPCION A
(2 puntos) Resuelva la ecuacidn matricial AX = BX + € siendo:
-1 2 -3 1 0
A=(_2 0) B=(1 2)Vc=(_1)
(2 puntos) Represente la region factible dada por |as siguientes inecuaciones:
x+y=5
x =3

x+2y =20
P

Determine aquellos puntos de |a region factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una funcion
cualquiera. Sabiendo que la funcion £ = 2x + 3y representa el numero de clientes que acude a visitar un centro
comercial ¥y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las que se producen dichas visitas,
determine, si es posible, el ndmero méxime y minimo de clientes que acuden al centro. Justifique Ia
respuesta

(3 puntos) Tras el lanzamiento al mercado de un determinado producto se ha observado que durante los
dos primeros afios ha seguido la siguiente funcién, f(t) = 3t + 4. Una vez finalizado el segundo afio, se
vuelve a analizar la evolucién del mismo y se ohserva gue en los cuatra afios siguientes la funcién que
seguia era f(t) = —2t + 20, siendo en ambos caso t el tiempe expresado en afos, Exprese mediante una
tnica funcion la evolucion del precio durante los seis afios que se ha estudiada.

Estudie cuando ha sido creciente y cuando decreciente el precio del articulo e indigue cuando ha
alcanzado el precio maximo y cudl ha sido dicho precio.

(3 puntos) En una casa hay tres llaveros, A, By C, el primero con 5 llaves, el segundo con 7 v el tercero con 8, de las
cuales solo una de cada llavero abre la puerta del trastero. S5e escoge al azar un llavero y, de él, una llave para
intentar abrir el trastero.

a. ¢Cudlserd la probabilidad de gue se acierte con la llave?

b. éCudl serd |a probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero y la llave no abra?

c.  Ysilallave escogida es la correcta, ¢cual serd la probabilidad de que pertenezca al primer llavero A?
Justifique las respuestas y escribalas en lenguaje matematico

OPCION B
(3 puntos) Para la desinfeccidn de una piscina es necesario un maximo de 2°4 litros de un producto A y un minimo
de 2’5 litraos de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio de 10 v 30 euros el
litro, respectivamente. En la compasician de M hay un 10% de A y un 50% de B &n la de N hay un 40% de A y un
10% de B. éCudntos litros de M y N necesitamos para desinfectar la piscina con el minimo coste? Resuelva usando
el método de Gauss o algun método matricial.

(3 puntos) Estudiar la continuidad de la siguiente funcion:

x2 si 0=sxs=s1
f(x)—{_1/x si 1l<x<oo

(2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de los cajeros
van a trabajar en coche. Calcule la probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:

a) Cajero que no va en coche.

b} Sabiendo que es cajero, écual es la probabilidad de que vaya en coche?

{2 puntos) En una muestra aleatoria de tamafio 1.000 llevada a cabo en los institutos de una determinada
comunidad, el coeficiente intelectual medio de los entrevistados resultd ser de 105, con una desviacion tipica de 7.
Construya un intervalo de confianza al 99% para el coeficiente intelectual de los estudiantes

Junio - 2015 Duracion: 90min. MODELO 05

Hoja: 1 de 2
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllus y
contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respucstas. Estd permitido ¢l uso de caleuladora
no grafica ni programable.

OPCION A
I. (3 puntos) Una fabrica de chocolate emplea, para una determinada marca, leche, cacao y almendras, siende
la proporcién de leche el doble gue la de cacac y almendras juntas. Los precios de los ingredientes por kilo
son: leche, 0’B0 euros; cacao, 4 euros; y almendras, 10 euros. En un dia se fabrican 9000 kg de chocolate de
dicha marca con un coste total de 22800 euros. ¢Cuantos kilos se utilizan de cada componente? Resuelva
usando el método de Gauss o algin otro método matricial.

2. (2 puntos) Calcule las siguientes integrales:

a) f(x—;) dx b) [ xvx2 — 9dx

3. (2 puntos) Halle el valor de o para que la funcién f(x) sea derivable en x = 2 siendo:
f(x):{x2+2 si x<2
ax+4 si x>2

4. (3 puntos} En una f4brica de bombillas, se ha comprobado que el 4% de ellas son defectuosas. Un cliente va
a comprar un paguete de 500 bombillas. Determine:
a} El namero esperada de bombillas no defectuosas en un paguete de 500,
b} La distribucidn de la proporcidn de bombillas defectuosas en las cajas de 500 bombillas.
¢) La probabilidad de que el niimero de bombillas defectuosas (en un paguete de 500
bombillas) esté entre 20 y 30.

OPCION B

1. (2 puntos) )Dadas las matrices A = (:% g)y B = (_13 ;‘) caleule (AB)T v (AB)7.

2. (2 puntos) Halle todas las matrices que conmutan con

X = (; _31)

3. (3 puntos) En un experimento se ha comprebado que la velocidad de cierta particula, en metres por segundo,
depende del tiempo durante el cual se apligue un producto A. Dicha velocidad vienen dada por la funcién:
L2
50t° — 20t
V(t) = ————
) 22—t

Siendo t el tiempo de aplicacién de A.

a) Sise aplica A durante 20 segundos, ¢ Qué velocidad llevard la particula?
b) Si se supone gue no se detiene la aplicacidn del producto A, {cree que la velocidad de la particula
seguira creciendo de forma indefinida?

4. (3 puntas) Se lanza una moneda al aire 500 veces. Calcule la probabilidad de obtener un nimero de caras

entre 235 y 265 ambas inclusive. Exponga dos formas distintas de resolver el problema vy realice los calculas
en la forma mas corta.
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllus y
contestar a las preguntas de forma razonada vy justificando sus respuestas. Esta permitido el uso de calculadora no
grafica ni programable.

OPCION A

1. (3 puntos) Para la desinfeccién de una piscina es necesario un maximao de 2°4 litros de un producta A y un minimo
de 2’5 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio de 10y 30 euros el
litro, respectivamente. En la composicidn de M hay un 10% de A v un 50% de B en la de N hay un 40% de A y un
10% de B. i Cuantos litros de M y N necesitamos para desinfectar |la piscina con el minimo coste?

2. (3 puntos) Calcular las derivadas de |as siguientes funciones y evaluarlas en el punto x = 1;

a fOx)= »g: b. flx) =tnVx* + x2

o

3. (2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de los cajeros
van a trabajar en coche. Calcula |a probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:
a) Sabiendo que es cajero, écual es la probabilidad de que vaya en coche?
b} Sonindependientes los sucesos cajero y va en coche?

4. (2 puntos) En una muestra aleatoria de tamafio 1.000 llevada a cabo en los institutos de una determinada
comunidad, el coeficiente intelectual medio de los entrevistados resultd ser de 105, con una desviacidn tipica de 7.
Construya un intervale de confianza al 99% para el coeficiente intelectual de |as estudiantes

OPCION B

1. (2 puntos) Resuelva la ecuacion matricial AX = BX + € siendo:
_ (1 2 _{—3 1 _ (0
A_(_z 0)’8_(1 2)“'6—(_1)

2. (2 puntos) Representar la region factible dada por |as siguientes inecuaciones:
x+y=5
x =3
x+2y>0
x = —2

Determinese aguellos puntos de la regidn factible en los cuales se alcanzardn los posibles extremos de una funcidn
cualguiera. Sabiendo que la funcidén Z = 2x + 3y representa el numero de clientes que acude a visitar un centro
comercial y el conjunte de ecuaciones anterior son las condiciones en las gue se preducen dichas visitas,
determinese, si es posible, el nimero maximo y minimo de clientes que acuden al centro. Justificar la respuesta.

3. (3 puntlos) Determina los valores de b, ¢ y d para que la funcion f{x) = x* + bx? + cx + d tenga un maximo en el
punta de abscisa x = —14, un minimo en el punto de abcisa x = {} y para que tome valor Tenx = 1.

4. (3 punlos) En una casa hay tres llaveros, A, By C, el primero con 5 llaves, el segunda con 7 y el tercero con 8, de las
cuales solo una de cada llaverc abre la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero y, de €l, una llave para
intentar abrir el trastero.

a. {¢Cudl serd la probabilidad de que no se acierte con la llave?
b. éCual serd la probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero y la llave abra?
c.  Ysilallave escogida es la correcta, écudl serd la probabilidad de que pertenezca al segundo llavero B?

lustificar las respuestas y escribirlas en lenguaje matematico usando expresiones del calculo de probabilidades

UNED. Matematicas. 180




Matematicas Aplicadas a las Ciencias Soc

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2015 Duracion: 90min. MODELO 08

03100570

Hoja: 1 de 2

NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. El alumno debera clegir una de ¢llas y conlestar
a lus preguntas de forma razonada y justificande sus respucstas. Estd permitido ¢l uso de caleuladora no grafica ni

programable.
OPCION A
1. (3 puntos) Dado el problema de programacion lineal :
Optimizar Z = 20x — 15y

x+3<2

2x -y <6

con las restricciones {3x — ¥ =3
x <6

Bt >3

Represente la region factible. Determine los posibles extremos. (En qué punto se alcanza el minimo? {Cual es
el valor minimo alcanzado?

2. (2 puntos) En un experimento se ha comprobado que la velocidad de cierta particula, en metros por segundo,
depende del tiempo durante el cual se aplique un producto A. Dicha velocidad vienen dada por la funcién:
0r?-20t

5
Vt) = 1 Siendo ¢t el tiempo de aplicacidn de A

a) Sise aplica A durante 20 segundos, ¢ Qué velocidad llevara la particula?

b) Sise supone gue no se detiene la aplicacion del preducto A, écree que la velocidad de la particula seguira
creciendo de forma indefinida?

3. (2 puntos) Calcule las siguientes integrales:
a) J‘(%) dx by [xVx?—9dx
L

4. (3 puntos) Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que P(A) = 0'4, P(B) = 0'3 y
P(A N B) = 0'1. Calcule razonadamente:
P(AUB), P(A° N BY), P(A/B) y P(A“ N B).

OPCION B
1. (3 puntos) Una fabrica de chocolate emplea, para una determinada marca, leche, cacao y almendras, siendo la
proporcion de leche el doble que la de cacao y almendras juntas. Las precios de |os ingredientes por kilo son:
leche, 0’80 euros; cacac, 4 euros; y almendras, 10 euros. En un dia se fabrican 9000 kg de chocolate de dicha
marca con un coste total de 22800 euros, éCuantos kilos se utilizan de cada componente? Resuelve usando el
método de Gauss o algun otro método matricial.
2. (3 puntos) ) Halle el valor de g para que la funcién f(x) sea derivable en x = 2 siendo:

£ ={x2+2 s:: x =<2
ax +4 si x>2
3. (2 puntos) 3e lanza una moneda al aire 500 veces. Calcular la probabilidad de obtener un nimero de caras
entre 235 y 265 ambas inclusive. Exponga dos formas distintas de resolver el problema y realice los calculos en
la forma mas corta.
4. (2 puntos) } La duracién de los motores de una marca de neveras sigue una distribucién normal con una media
de 10.000 horas de duracidn y una desviacion tipica de 600 horas. Se toma al azar una muestra de 200 neveras
y se calcula la media. éCual es la probabilidad de que sea mencr de 8.5007 Nombre las variables aleatorias que
aparecen en el problema e indique la distribucidn gue siguen las mismas.
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1.

2.

OPCION A
(2 puntos) Resuelva la ecuacidn matricial AX = BX + € siendo:
-1 2 -3 1 0
A=(_2 0) B=(1 2)Vc=(_1)
(2 puntos) Represente la region factible dada por las siguientes inecuaciones:
x+y=5
x =3

x+2y =20
P

Determine aquellos puntos de |a region factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una funcion
cualquiera. Sabiendo que la funcion £ = 2x + 3y representa el numero de clientes que acude a visitar un centro

comercial ¥y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las que se producen dichas visitas,
determine, si es posible, el nurmero maximo y minimo de clientes que acuden al centro. Justifique la respuesta.

(3 puntos) } Tras el lanzamiento al mercado de un determinado producte se ha observado que durante los
dos primeros afios ha seguido 13 siguiente funcién, f(t) = 3t? + 4. Una vez finalizado el segundo afio, se
vuelve a analizar la evolucién del mismo y se ohserva que en los cuatro afios siguientes la funcién que
seguia era f(t) = —2¢ + 20, siendo en ambos caso t el tiempoe expresada en afios. Exprese mediante una
anica funcién la evalucién del precio durante los seis afios gue se ha observado. Estudie cuando ha sido
creciente y cuando decreciente el precio del articulo e indigue cuando ha alcanzado el precio maximo vy
cual ha sido dicho precio.

(3 puntos) En una casa hay tres llaveros, A, By C, el primero con 5 llaves, el segundo con 7 y el tercero con 8, de las
cuales solo una de cada llavero abire la puerta del trastero. 5e escoge al azar un llavero y, de él, una llave para
intentar abrir el trastero.

a. {¢Cudlsera la probabilidad de que se acierte con la llave?

b. ¢éCudl serd la probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero v la llave no abra?

c. Y silallave escogida es la correcta, icual serd la probabilidad de que pertenezca al primer llavero A7

lustificar las respuestas y escribirlas en lenguaje matematico usando expresiones del calcule de probabilidades,

OPCION B
(3 puntos) Para la desinfeccidn de una piscina es necesario un méximo de 2’4 litros de un producto A y un minimo
de 2’5 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados M y N al precio de 10 v 30 suros &l
litro, respectivamente. En la composicion de M hay un 10% de A y un 50% de B en la de N hay un 40% de A y un
10% de B. ¢ Cudntos litros de M y N necesitamos para desinfectar la piscina con el miniimo coste?

(2 puntos) ¢En qué punto la recta tangente a la grafica de la funcidn y = x® — 5x + 6 es paralela a la bisectriz del
primer cuadrante? Escriba la ecuacion de la recta tangente en dicho punto.

(2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones y de su expresién simplificada:
_ Ak . Vx-1
a. flx) =2 b flxy =i (¥2)

VX +1

(3 puntos) El peso medio de los deportistas de un club deportivo se distribuye segun una N{110,15). Nos
propanemos extraer una muestra aleatoria de tamafion = 25.

¢ Cual sera |a distribucion de las medias muestrales que pueden extraerse? (Cual es la probabilidad de que el peso
medio de la muestra de 25 deportistas de una muestra sea superior a 1157 Determine un intervalo de
caracteristico para las medias muestrales correspondientes a una probahilidad 1 — & = 0'95.
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NOTAS ACLARATORIAS: Tl cxamen presenta dos opciones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas y
contestar a las preguntas de forma razonada y justificando sus respucstas. Estd permitido ¢l uso de caleuladora
no grafica ni programable.

OPCION A
1. (3 puntos) Una fabrica decide distribuir sus excedentes en tres productos alimenticios A, By C a cuatro
paises de Africa P, P, Py y P, seg0n se muestra en la matriz M (cantidades en toneladas). La fabrica ha
recibido presupuestos de dos empresas de transporte £; vy E2, come indica la matriz T (en euros por

tonelada).
A B C P P PP
P, [200 100 120 i [500 450 375 350]
r, | 110 130 200 E; | 510 200 400 350

M= Py | 220 200 100
£, | 150 160 150
Efectie el producto de ambas matrices y responda: ¢ Qué representa el elemento d,, de la matriz

producto? éQué elementos de esta matriz nos indican lo que nos cuesta transportar el producto Ccon la
empresa £,7 Indique qué elementos de esa matriz le permiten decidir la empresa que resulta mas barata.

2. (3 puntos) ) Halle el valor de a para que la funcién f(x) sea derivable en x = 2 siendo:

Axt+2 st ox<2
f(x)_{ax+4 5 x> 2

3. (2 puntos) De dos sucesos Ay B se sabe que P(4) = é, P(B) = % v P(A“ N B%) = %
Halle P(AU B), P(AN B) y P(ANB).

4. (2 punlos) La duracion de los motores de una marca de neveras sigue una distribucién normal con una
media de 10.000 horas de duracion y una desviacion tipica de 600 horas. Se toma al azar una muestra de
200 neveras y se calcula la media. ¢Cual es |la probabilidad de gue sea menor de 8.5007 Nombre las
variables aleatorias que aparecen en el problema e indique la distribucidon que siguen las mismas.

OPCION B
1. (2 puntos) Represente |a regién factible dada por las siguientes inecuaciones:
X+y=5
¥=3
x+2v=0
x> -2

Determine aquellos puntos de la regidn factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una
funcién cualquiera. Sabiendo que la funcién Z = 2x + 3y representa el nimero de clientes que acude a
visitar un centro comercial y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las que se
producen dichas visitas, determine, si es posible, el nimero maximo y minimo de clientes que acuden al
centro. lustifique la respuesta.

~1 2y . _ /-3 1 I
_ O)VB—(l 2) calcule (AB)T y (AB)™ L.

3. (3 puntas Determine los valores de b, ¢ v d para que la funcién f(x) = x>+ bx? + ¢cx + d tenga un

méaximo en el punto de ahcisa x = —14, un minimo en el punto de abcisa x = 0 y para que tome valor 1
enx = 1.

2. (2 puntos) Dadas las matrices 4 = (

4. (3 puntos) } En una fabrica de hombillas, se ha comprobado que el 4% de ellas son defectuosas. Un cliente
va a comprar uh pagueate de 500 bombillas. Determine:
a) El namero esperado de bombillas no defectuosas en un paquete de 500.
b) Ladistribucian de la propoarcidn de bombillas defectuosas en las cajas de 500 bombillas.
¢) La probabilidad de que el nimero de bombillas defectuosas (en un paguete de 500 bombillas) esté

entre 20 y 30.
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1.

OPCION A

(3 puntos) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y—z=11
x+2y—2z=7

—3x—y+2z=—-13
Resuelva usando el método de Gauss o algan método matricial.

(2 puntos) ) Tras el lanzamiento al mercado de un determinado producto se ha ohservado que durante los
dos primeros afios ha seguido la siguiente funcién, /(L) = 3t? + 4. Una vez finalizado el segundo afio, se
vuelve a analizar la evolucion del mismo y se observa que en los cuatro afios siguientes la funcién que
seguia era (L) = —2¢ + 20, siendo en ambos caso t el tiempo expresado en afios. Exprese mediante una
unica funcién la evolucidn del precio durante los seis afios que se ha ohservado, Estudie cuando ha sido
creciente y cuando decreciente el precio del articulo.

{2 puntos) Calcule las siguientes integrales:

4 1 4 3x?
G (gt b L R &

{3 puntos) En una casa hay tres llaveros, A, B y C, el primera con 5 llaves, el segundo con 7 y el tercero con 8, de
las cuales solo una de cada llavero abire la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero y, de &l, una llave para
intentar abrir el trastere.

a. ¢Cuadl sera la probabilidad de que se acierte con la llave?

h. éCudl serd la probabilidad de gue el llavero escogido sea el tercero y la llave no abra?

c. Y silallave escogida es la correcta, icual serd la probabilidad de que pertenezea al primer llavero A?

lustifique las respuestas y escribirlas en lenguaje matematico usando expresiones del cdlculo de
probabilidades.

OPCION R
(2 puntos) Resuelva la ecuacion matricial AX = BX + C siendo:

— g e 0
A:(_z o)’ B:( 1 2) yC=(_l)
(2 puntos) Represente la region factible dada por las siguientes inecuaciones:
‘x+y <5
x=3
x+2y=z0
xa =2

Determine aquellos puntos de |a regidn factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una funcion
cualquiera. Sabiendo que la funcién £ = 2x + 3y representa el nimero de clientes que acude a visitar un centro

comercial y el conjunte de ecuaciones anterior son las condiciones en las gue se preducen dichas visitas,
determine, si es posible, el nimero méximo vy minimo de clientes que acuden al centro. Justifique la respuesta,

(3 puntos) Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:
2 .
x si 0=x<1
Xl =
fx) {_1/x si 1<x<w
{3 punlos) Sean A y 8 dos sucesos tales que:
P(AUB) =2, P(BY) = y P(ANB) =1

Halla P(B), F(A) y (A" n B).
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OPCION A
{3 puntos) Una fabrica decide distribuir sus excedentes en tres productos alimenticios A, B y C a cuatro
paises de Africa P, P, Py y P, seglin se muestra en la matriz M (cantidades en toneladas). La fabrica ha
recibido presupuestos de dos empresas de transporte £;: vy £2, come indica la matriz T (en euros por
tonelada).

P, [200 100 120 . B [500 450 375 350]
P, | 110 130 200 - E, |.510 400 400 350

M= P; | 220 200 100
Py 1150 160 1
Efectie el producto de ambas matrices y responda: ¢Qué representa el elemento a,, de la matriz

producto? §Qué elementos de esta matriz nos indican lo que nos cuesta transportar el producto C con la
empresa F5? Indica qué elementos de esa matriz te permiten decidir la empresa que resulta mas barata.

(3 puntos) Determine los parametros @ y b para que la funcidn f(x) sea continua:

3x—a si x=1
: x+b si 1<x<4
flx) = 2% + 4
~ si x =4

(2 puntos) Sean A y B dos sucesos de un espacio de probabilidad, de manera que P(4) =04, P(B) = 0"3
yP(A N B) =0'1. Calcule razonadamente:
P(AUR), P(A® n BY), P(A/B) y P(A° n B).

{2 puntos) Se lanza una moneda al aire 500 veces. Calcule la probabilidad de obtener un nimero de caras
entre 235 y 265 ambas inclusive. Exponga dos formas distintas de resolver el problema y realice los
célculos en la forma mas corta.
(3 puntos) Dado el problema de programacién lineal:
Optimizar 7 = 20x — 15y
x+3y<2
2x —y <6
con las restricciones < 3x —y < 3
x=6
x—v>3

a. Represente la region factible. Determine los posibles extremas
b. ¢En qué punto se alcanza el maximo? ¢Cugdl es el valor maximo alcanzado?
(2 puntos) Estudie la continuidad de la siguiente funcién y calcule sus asintotas:

_ 1
f0) =753

(2 puntos) Calcule las siguientes integrales:
a) J(532)ax b} fxvVx? —9dx
v

(3 puntos) En una fébrica de bombillas, se ha comprobado que el 4% de ellas son defectuosas. Un cliente
va a comprar un paquete de 500 hombillas. Determine:

a) El ndmere esperade de bambillas no defectucsas en un paguete de 500,

b) La distribucidn de la proporciéan de bombillas defectuosas en las cajas de 500 bombillas.

¢) La probabilidad de gue el nimero de bembillas defectuosas (en un paguete de 500 bombillas) esté
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1. (2 puntos) Dadas las matrices

a=("

Calcule (AB)T y (AB)™L.

OPCION A

| D= 3

2. (2 puntos) Halle todas las matrices que conmutan con

=G )

3. (3 puntos) Estudie la continuidad de la siguiente funcién y calcule sus asintotas:

1

N =

4. (3 puntos) En una fébrica de bombillas, se ha comprobado que el 4% de ellas son defectuosas. Un cliente
va a comprar un paguete de 500 bombillas. Determine:

a) Elndmero esperado de bombillas no defectuosas en un paguete de 500,

b} La distribucidn de la proporcién de bombillas defectucsas en las cajas de 500 bombillas.

c) La probabilidad de que el nimero de bombillas defectuasas (en un paguete de 500 bombillas) esté

entre 20 y 30.

OPCION B

1. (3 puntos) Una fabrica decide distribuir sus excedentes en tres productos alimenticios A, B y C a cuatro
paises de Africa P,, P, Py y Py seg(in se muestra en la matriz M {cantidades en toneladas). La fabrica ha
recibido presupuestos de dos empresas de transporte £; y F7, como indica la matriz T (en euros por

tonelada).
A B C
P, | 200 100 120
£, 110 130 200
M= P, | 220 200 100
P, | 150 160 1

T:

Pl PZ P3 P4
500 450 375 350
510 400 400 350

Efectie el preducto de ambas matrices y responda: ¢ Qué representa el elemento a,; de la matriz

producto? ¢Qué elementos de esta matriz nos indican lo que nos cuesta transportar el producto C con la
empresa £,° Indique qué elementos de esa matriz le permiten decidir la empresa que resulta mas barata.

2. (2 puntos) Determine los parametros a y b para que la funcion f(x) sea continua:

flx) =

3. (2 puntos) ) Calcule las siguientes integrales

a) [ (x—;) dx

3x—a si x=1
x+bh si 1<x<4
2x 4+ 4

si x =4
X

b) | xvxZ—9dx

4, (3 puntos) Se lanza una moneda al aire 500 veces. Calcule la probabilidad de obtener un nimero de caras
entre 235 y 265 ambas inclusive. Exponga dos formas distintas de resolver el problema vy realice los

calculos en la forma més corta.
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=

OPCION A

(3 puntos) Resuélvase el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
3x—2y—z=11
x+2y—2z=7

—3x—y+2z=-13

Utilice el método de Gauss o algun método matricial.

(2 puntos) Calcular las derivadas de las siguientes funciones y de su expresisn simplificada:

a. f(ﬂ::g: b f(x) = n¥x® + x?

(2 puntos)} Calcular las siguientes integrales.

a. f: (x—ﬁ+%) dx b, j3—x2+j+2dx

(3 puntos) El peso medio de los deportistas de un club deportivo se distribuye segin una N({110,15). Nos

proponemos extraer una muestra aleatoria de tamafion = 25.

a) ¢Cuadl sera la distribucion de las medias muestrales que pueden extraerse?

b} iCudl es la probabilidad de que el peso medic de |a muestra de 25 deportistas de una muestra sea superior 3
115?

t) Determine un intervalo de caracteristico para las medias muestrales correspondientes a una probahbilidad de
1—a =095

OPCION B

{3 puntos) Para la desinfeccidn de una piscina es necesario un minimo de 24 litros de un producto A y un minimo
de 25 litros de otro producto B. En el mercado se comercializan dos preparados My N al precio de 10 v 30 euros el
litra, respectivamente:

Enla composicion de M hay un 10% de A v un 5% de B en la de N hay un 40% de A v un 10% de B. {Cuantos litros
de My N necesitamos para desinfectar la piscina con el minimao caste?

(3 puntos) Determine los valores de b, ¢ y d para que la funcion f(x) = x* + bx? + cx + d tenga un maximo en
el punto de abscisa x = =14, un minimo en el punto de abcisa x = 0y para gue tome valor lenx = 1.

{2 puntos) Sean A y 8 dos sucesos tales gue:
PLAUB) =1, P(BS)=2y P(ANB) =1

Halle P(B), P{A)y P(A° N B)

(2 puntos) En un hipermercado hay veinte cajeros y diez cajeras. La mitad de las cajeras y la mitad de los cajeros
van a trabajar en coche. Calcule la probabilidad de que, al elegir un trabajador al azar, resulte ser:

a) Cajera o que va en coche.

b} Sabiendo que es cajero, icudl es la probabilidad de que vaya en coche?
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1.

OPCION A
(3 puntos) Dadas las matrices:

a) CalculeA-ByB-A.

X
b} Discuta si existe solucidn del sistema 4 - B (y) = (i) y en caso afirmativo halle la solucion por Gaus o algun

métedo matricial.
{3 puntos) Se considera la funcién:
3x? + 24

f) = x+1

a) Calcule los maximos y minimos de f{x).
b} Estudie el crecimiento y decrecimiento en el intervalo {0,53.

(2 puntos) Para determinar si existen diferencias significativas entre dos grupos de estudiantes, se realiza el
mismo examen a 30 estudiantes del primer grupo y a 35 del segundo, obtenigndose los siguientes datos:

Nota media | Desviacion tipica
Grupo 1 55 0’5
Grupa 2 52 1
Determine, con un nivel de significacion del 1%, si existe una diferencia significativa entre ambos grupaos.

(2 puntos) Una perfumeria tiene tres estantes con la siguiente composicidn: en el estante superior hay 3 perfumes
de mujer y 7 de caballerg, en el estante central hay ocho perfumes de mujer y seis de caballero, y en el inferior hay
cinco de mujer y ocho de caballero. Se escoge un estante al azar y se saca de él un perfume. Si el resultado es un
perfume de mujer, écudl es la probabilidad de que se haya sacado del estante central? De nombres a los distintos
sucesos y razone la resolucion del problema.

OPCION B

{3 puntos) Tres amigos, Irene, Elena y Alejandro, decidiercn hacer un regalo a su amigo Pedro que abandonaba el
colegio ese afio. El regalo vale 24’8 euros. Reunen esta cantidad de forma que Alejandro aporta una tercera parte
de lo que aporten las otras dos juntas y Elena aporte 3 céntimos de euro por cada 2 que aporte Irene. {Qué
cantidad aporta cada uno de los amigos? Resuelva por Gauss o algun metodo matricial.

(2 puntos) Calcule las derivadas de las siguientes funciones y de su expresion simplificada;

a) fly =Y by F(x) =Inl(x— 1) - (x + 1) - (2% + 1)
(2 puntos) Calcule las siguientes integrales:
a. _f; (x - x+1 + ,;lz) dx b. flg —x2+;+2 dx

{3 puntos) Queremos determinar el porcentaje de estudiantes que necesitan gafas. De un estudio anterior
sabemnaos que el 65% de ellos usaban gafas.
a. {Qué tamafio de muestra debemos coger para cometer un error maximo del 5% con un nivel de riesgo
del 5%7?
b. Sino tenemos informacion previa, ¢ qué tamafio de muestra debemos tomar?
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OPCION A
1. (3 puntos) Dadas las matrices:
0 1
1 3 2
A= T )yB= (—3 1)
(0 1 4) 5 1

a) CalculeA-ByB-A.

X
b} Discuta si existe solucidn del sistema 4 - B (y) = (i) y en caso afirmativo halle la solucion por Gaus o algun

métedo matricial.
(2 puntos) Halle los intervalos de menatonia y los extremos relativos de la funcidn definida por
glx)=x3+3x%+ 7.

ra

3. (2 puntos) Se considera la funcién:
3x% +24

fo) ==

a) Determine el dominio.
b} Determing las asintotas.

4. (3 puntos) Selanza una moneda al aire 500 veces. Calcule la probabilidad de obtener un nimero de caras entre 235
vy 265 ambas inclusive. Exponga dos formas distintas de resolver el problema vy realice los célculos en la forma mas
corta.

OPCION B

1. {2 puntos) Represente |a regidn factible dada por las siguientes inecuaciones:
x+y=<5
x =<3
x+2y=0
x> -2

Determine aguellos puntos de la region factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una funcion
cualguiera, Sabiendo que a3 funcidén Z = 2x + 3y representa el nimerc de clientes que acude a visitar un centro
camercial y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las que se producen dichas wvisitas,
determine, si es posible, el nimero méximo y minime de clientes que acuden al centro. Justifique la respuesta.

2. (2 puntos) Halle todas las matrices
_fa 0
X= (b c), a,b,c € R

que satisfacen la ecuacidn matricial: X2 = 2X.
3. (3 puntos) Una empresa de compra y venta de viviendas ha realizado un estudio sobre los beneficios/pérdidas, en
miles de euros a lo large de los ditimos 10 afios y ha comprobado que se ajustan a la funcidén
F() =3 — 1862 + 81t — 3siendo 0 < ¢ < 10,
Se pide, justificando las respuestas:
a) éEn gué afos se obtienen los beneficios maximo y minimo?
b} Determine sus periodos de crecimiento y decrecimiento
¢} ¢éQué resultados obtuvo la empresa en el dltimo afio del estudio

4. (3 puntos) Un nutricionista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de obesidad infantil.

Tomada una muestra de 100 nifios, se observo que 36 presentaban indicios de obesidad. Contraste la hipdtesis del

nutricionista para un nivel de confianza del 90%.
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OPCION A

(3 puntos) Tres amigos, Irene, Elena y Alejandro, decidiercn hacer un regalo a su amigo Pedro que abandonaba el
colegio ese afio. El regalo vale 24°8 euros. Rednen esta cantidad de forma que Alejandro aporta una tercera parte
de lo que aporten las otras dos juntas y Elena aporte 3 céntimos de euro por cada 2 que aporte Irepe, Qué
cantidad aporta cada uno de los amigos? Resuelva usando el método de Gauss o algun método matricial.

(2 puntos) Se considera Ja funcion:

) 3x%+24
R —————
x+1
a) Determine el dominio.
b} Determine las asintotas.
{2 puntos) Calcule las siguientes integrales:
4 1 4 ) 3xfixez
a. _'-2 (x ;'I’x—z) dx h. f_] — % dx

(3 puntos) Queremos determinar el porcentaje de estudiantes que necesitan gafas. De un estudio anterior
sahemas que el 65% de ellos usaban gafas.
a. ¢éQuétamafio de muestra debemos coger para cometer un error maximo del 5% con un nivel de riesgo del
5%7
h. Sinotenemos informacidn previa, équeé tamafio de muestra debemaos tomar?

OPCION B

(2 puntos) Halle todas las matrices

X = (z S),a,b,c R

que satisfacen la ecuacidn matricial: X2 = 2x

(2 puntos) Dadas las matrices
9 0y e T 3
A== ¢
Calcule la matriz X que verifica la ecuacion: 4 - X - B = 3C.

(3 puntos) Halle el drea de la regidn limitada por la grafica de la funcidn g{x) = —x? + 3x, el eje OX y |a recta
x=1

(3 puntos) En una casa hay tres llaveros, A, B y C, el primero con 5 llaves, el segundo con 7 y €l tercero con 8, de
las cuales solo una de cada llavero abre la puerta del trastero. Se escoge al azar un llavero y, de &l, una llave para
intentar abrir el trastero.

a. ¢Cudl serd la probabilidad de que no se acierte con la llave?

b. éCual serd la probabilidad de que el llavero escogido sea el tercero y la llave abra?

c.  Ysilallave escogida es la correcta, (cual serd la prababilidad de que pertenezca al segundo llavero B?
Justificar las respuestas y escribirlas en lenguaje matematico usando expresiones del cdlculo de probabilidades.
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OPCION A

1. (2 puntos) Represente la regidn factible dada por las siguientes inecuaciones:

x+y<5
X =<3

x+2y=0
xz= =2

Determine aguellos puntos de la region factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una funcian
cualguiera. Sahiendo que la funcion Z = 2x + 3y representa el numero de clientes que acude a visitar un centro
comercial y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las gue se preducen dichas visitas,
determine, si es posible, el ndmere mdxime y minimo de clientes que acuden al centro. lustifique la respuesta.

(2 puntos) Dadas las matrices 4 = (_19 (1}), B = (_31 g) = (—31 g)

Calcule la matriz X gque verifica la ecuacion: A-X - B = 3.
(3 puntos) Se considera la funcién:
3x%+ 24

[ ==

a) Calcule los maximos y minimos de f{x).
b} Estudie el crecimiente y decrecimiento en el intervalo {0,5).

(3 puntos) Un nutricionista afirma que el 40% de los nifics de 10 afios presentan indicios de obesidad infantil.
Tomada una muestra de 100 nifios, se observd que 36 presentaban indicios de obesidad. Contraste la hipdtesis del
nutricionista para un nivel de confianza del 90%.

OPCION B

: |
4203 2)ve=(=51)

Zizgs]’

(3 puntos) Dadas las matrices

a) CalculeA-ByB-A.
X
b} Discuta si existe solucion del sistema 4 - B (y) = (i) ¥ en caso afirmativo halle la solucion por Gaus o algun

método matricial.
(3 puntos) Se considera la funcion:
3x% + 24

flx)=—717

a) Determine el dominio.

b} Determine las asintotas

{2 puntos) Los participantes en una prueba de orientacién extrema disponen de dos mapas para consultar durante
la mista. La probabilidad de que la senda a seguir sea la correcta es del 92% en cada mapa. Un participante llegara
a la meta si conserva al menos uno de los mapas. Calcule la probabilidad de que el corredor aventurero llegue a
meta.

(2 puntos) En un telar se producen lienzos en tres maguinas tejedoras. La mdguina A produce 200 lienzos al dia
con un 4% de defectuosas. La maguina B produce 300 con un 5% de defectuosas v la C produce 400 con un 2% de
defectuosas. Al final del dia, se coge un lienzo al azar.

a) éCudl es la probahilidad de que sea defectuoso?

b} Siesdefectuoso, écudl es la probabilidad de que proceda de la méaquina A?
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OPCION A
1. (2 puntos) Halle todas las matrices

X= (g S),a,b,c ER

Que satisfacen la ecuacién matricial: X2 = 2X.
2. (2 puntos) Dada la ecuacion matricial A- X —A=/—-A4-X
a. Despeje la matriz X en la ecuacion anterior,
b. Halle la matriz X sabiendo que

1 1 0 1 0 0
A=[0 1 2)yf=10 1 0
g OB T Ot

3. (3 puntos) Halle el drea de la regidn limitada por la grafica de la funcion g{x) = =x% + 3x, el eje OX y la
rectax = 1.
4. (3 puntos) Queremos determinar el porcentaje de estudiantes gue necesitan gafas. De un estudio
anterior sabemos que el 65% de ellos usaban gafas.
a. ¢Qué tamafio de muestra debemos coger para cometer un error maxima del 5% con un nivel de
riesgo del 5%?
b. Sinc tenemas informacion previa, équé tamafio de muestra debemos tomar?

OPCION B
1. (3 puntos) Tres amigos, Irene, Elena y Alejandro, decidieron hacer un regale a su amigo Pedro que
abandonaba el colegio ese afio. El regalo vale 24°8 euros.

Relunen esta cantidad de forma que Alejandro aporta una tercera parte de lo que aporten las otras
dos juntas y Elena aporte 3 céntimos de euro por cada 2 que aporte lrene. ¢Qué cantidad aporta cada uno
de los amigos? Resuelva usando el método de Gauss ¢ algun meétodo matricial.

2. (3 puntos) Se considera la funcién:
3x2 + 24

fogm x+1

a} Calcule los méaximos y minimos de f(x).
b) Estudie el crecimiento y decrecimiento en elintervalo (0,5).

3. {2 puntos) Para determinar si existen diferencias significativas entre dos grupos de estudiantes, se realiza el
mismo examen a 30 estudiantes del primer grupo y a 35 del segundo, obteniéndose los siguientes datos:

Nota media Desviacion tipica
Grupo 1 5’5 as
Grupo 2 52 1

Determine, con un nivel de significacian del 1%, si existe una diferencia significativa entre ambos grupos.

4, {2 puntos)Una perfumeria tiene tres estantes con la siguiente compaosicidn; en el estante superior hay 3 perfumes
de mujer v 7 de caballero, en el estante central hay ocho perfumes de mujer vy seis de caballero, y en el inferior hay
cince de mujer y ocho de caballero.

Se escoge un estante al azar y se saca de él un perfume. 5i el resultado es un perfume de mujer, écual esla
probabilidad de que se haya sacado del estante central?

De nombres a los distintos sucesos y razone la resolucién del problema.
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OPCION A
1. (3 puntos) Dadas las matrices
0 1
/13 2 -
4=l 1 ) VB_(23 1)

X
a) Calcule A-B y B- A y discuta si existe solucion del sistema A - B (}f) = (i) vy en caso afirmativo

halle la solucién por Gaus o algin método matricial.

2. (3 puntos) Una empresa de compra y venta de viviendas ha realizade un estudio sobre los
beneficios/pérdidas, en miles de euros a lo largo de los dltimos 10 afios y ha comprobado que se ajustan
a la funcion F(t) = t* —18i% + 81t — 3 sienda 0 < ¢ < 10.

Se pide, justificando las respuestas:
a) ¢En qué afios se obtienen los beneficios maximo y minimo?
b) Determinarsus periodos de crecimiento y decrecimiento
c) ¢Qué resultados obtuvo la empresa en el dltimo afio del estudio?

3. (2 puntos) Los participantes en una prueba de orientacién extrema disponen de dos mapas para consultar
durante la misma. La probabilidad de que la senda a seguir sea la correcta es del 92% en cada mapa. Un
participante llegard a la meta si conserva al menos unc de los mapas. Calcule la probabilidad de que el
carredor aventurero llegue a meta.

4. (2 puntos) En un telar se producen lienzos en tres maquinas tejedoras. La maquina A produce 200 lienzos
al dia con un 4% de defectuosas. La maquina B produce 300 con un 5% de defectuosas y la C produce 400
con un 2% de defectuosas. Al final del dia, se coge un lienzo al azar.

a) ¢Cudl es la probabilidad de que sea defectuoso?
b} 5iesdefectuoso, éicual es la prababilidad de gque proceda de la maguina A?

1. {3 puntos) Represente |a regién factible dada por las siguientes inecuaciones:
Xy =5
x<3
x+2y =0
x 22

Determine aquellos puntos de la regién factible en los cuales se alcanzaran los posibles extremos de una
funcién cualguiera. Sabiendo que la funcidén 2 = 2x + 3y representa el nimero de clientes que acude a
visitar un centro comercial y el conjunto de ecuaciones anterior son las condiciones en las gue se
producen dichas visitas, determine, si es posible, el nimero maximo y minimo de clientes que acuden al
centro. lustifique la respuesta.

2. (2 puntos) Se considera la funcion:

) = 3xt+ 24
fo = x+1
Detarmine el dominio y las asintotas.
3. (2 puntos) Halle el drea de |a region limitada por la gréfica de la funcién g(x) = —x* + 3x, el eje OX y la

recta x = 1.
4. (3 puntos) Un nutricionista afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan indicios de obesidad
infantil. Tomada una muestra de 100 nifios, se cbservd que 36 presentaban indicios de obesidad.
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Criterios Especificos de correccion de la asignatura
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales

Curso 2013/2014

El examen consta de dos opciones, de las cuales el alumno debe contestar sélo una. Si en el
examen aparecen ejercicios de las dos opciones, sélo se tendran en cuenta las de aquella que
tenga mayoria de preguntas resueltas.

1. La puntuacidon especifica de cada pregunta esta indicada en el enunciado de las
mismas. Esta se distribuird de forma proporcional entre el planteamiento y el
desarrollo del mismo.

2. Para considerar correcta la solucion el estudiante debe explicar o justificar la
conclusion a la que llega. No se asignara la calificacion total a una pregunta en la que
solo figura el resultado final sin referencia a la justificacion correspondiente.

3. En todos los ejercicios deben aparecer indicadas las operaciones que se estdn
realizando, no solo el valor final de las mismas.

4. En los ejercicios con un Unico apartado la calificacidon asignada al mismo se repartira
entre el planteamiento y el desarrollo del mismo.

5. En los ejercicios con dos apartados similares (por ejemplo dos integrales, dos limites,
etc.)

a. La calificacion de cada uno de ellos podrd puntuarse como maximo con la
mitad de la nota total asignada a la pregunta.

b. En cada apartado se valorara el planteamiento, eleccién del método adecuado
de calculo y la resolucion del ejercicio.

6. En los ejercicios que aparecen varias preguntas referidas a un mismo enunciado, se
distribuird en partes la puntuacién asignada a la pregunta. Se podra llevar a cabo un
redondeo para evitar problemas con los decimales.

En cada ejercicio se valorara:
- Referencia a los contenidos tedricos que se estan utilizando.
- Planteamiento del ejercicio.

- Utilizacién de las propiedades y conceptos referidos al tema objeto de la pregunta.
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En todo momento se tendran en cuenta los criterios generales de correccion, especificamente
la capacidad expresiva y la correccion idiomatica de los estudiantes, respetando:

a) La correccidn sintactica
b) La correccién ortografica
c) Lapuntuacién apropiaday

d) Laadecuada presentacion.

La deduccién efectuada en la nota global en relacién con los criterios sefialados podrd ser
hasta un maximo de dos puntos.

Ademas se valorara:
1. Lacorrecta expresiéon matematica de los ejercicios.
2. Elgrado de finalizacion de los mismos (simplificacion de las soluciones).
3. Explicaciéon de los pasos dados en el desarrollo de los ejercicios.
4. Interpretacién de los resultados obtenidos.

5. Coherencia entre la solucién obtenida y el planteamiento y desarrollo del
ejercicio.

6. La adecuacion de los métodos de resolucion a los contenidos de la materia.
7. Laoriginalidad del planteamiento.

8. El uso o planteamiento de mas de un método de resolucién de los
ejercicios.
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ra clegir una de cllas. Esta

OPCION A
1 — (3 puntos) Dado el problema de programacién lincal: minimizar z = 3x + 5y
x+y=2
x+y=-2
con las restricciones X—y<2 Sc pide:
y<2
xz0, y=0

a) Represente la region factible.

b) ;Hay condiciones redundantes? En caso afirmativo identifiquelas vy en cualquier caso dé una
explicacion razonada a su respuesta.

¢) ¢ En qué punto sc alcanza ol minimo v cudnto vale?

: : B BN x e (-]
Y_(2 ! . ; ; . o - -
2 — (2 puntos) Determinar ¢l valor de k para que sea continua la funcion f(x) {k/x si x € (1, +o0)
3 — (2 puntos) Calcule las signientes integrales
i 4 x2
a) [ Fsen{6x)dx b ——dx

4 — (3 puntos) En una granja avicola el peso de los pollos se distribuye segin una normal de media 1500gr. v
una desviacion tipica de 250gr,

a) Cual ¢s la probabilidad de que un polle clegido al azar, pese mias de 1950grs?

b) Cuél es la probabilidad de que el peso medio de una muestra de 64 pollos esté entre 1400 v 1800gr?

OPCION B

1 - (3 puntos) Una empresa de hardware puede oferlar dos loles de equipamiento ecnolégico a despachos
profesionales. El primero incluye 3 ordenadores portatiles y 2 tablets, ¥ el segundo incluye 2 ordenadores
portatiles y 4 1ablets. La primera promocian genera un benelicio de 200€ y la sepunda 250€. Si la empresa
ticne un stock de 120 portatiles v 200 tablets ;Cudntos lotes de cada tipo de promocidn debe ofertar la
empresa para obtener ¢l maximo beneficio”; Cudl serd cl mdximo beneficio alcanzade?
2 — (3 puntos) Se considera la funcion f{x) = ;TJ;

a) Razone cual cs ¢l dominio de definicion de f(x).

b) Determine los intervalos de crecimiente v de decrecimiente de f (x).

¢} Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

3 — (2 puntos) Tres paracaidistas deportivos realizan tres saltos simultineos sobre un portaviones, siendo la
probabilidad de caer sobre ¢l objetive de 0°2, 0°3 y 0°4 respectivamente. Caleular las probabilidades de que
en cada vuelo se alcancen los objetivos.(considerar todos los posibles casos. 0, 1, 2 o 3 paracaidistas
alcancen el objetivo)

4 — (2 puntos) El 80%% dc los cstudiantes umversitarios cstd on contra de la nucva politica de becas Erasmus.
Si tomamos una muestra de 90 estudiantes Cual ¢s la probabilidad de que mas de un 84% csté en contra de
la politica de becas Erasmus?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A

. . .. 2 -1 2.0
| = {3 puntos) Resuclva la siguiente ccuacion matricial X (_1 1 ) = (1 —2)
2 1
2 — (3 puntos) El niimere de personas con sintomas de alergia responde a la siguiente funcién, donde t son
los dias transcurridos desde ¢l principio de la primavera; A(t) = —200t? + 4800t + 36000
a) (En qué momento el nimero de personas afectadas es mayor y cudntas son?
b) (A partir de qué momento ¢l nimero de personas afectadas empicza a decrecer? ;En qué momento no
hay personas con sintomas de alergia?
3 {2 puntos) Dos compariias adreas con vuclos diarios entre Madrid y Barcelona han rcahizado cstudios
sobre la calidad dc los mismos mediante cucstionarios a los viajeros. Ta compania A ha realizado 45
encuestas en las que ha obtenido una puntuacion media de 7°5 con desviacion tipica de 0°7. La compaiiia B
ha reulizado 55 cncucstas obtenicndo una puntuacion media de 7'4 con una desviacion tipica de
0°6.Determinar si la diferencia es significativa para un nivel de significacion del 3%.

4 — (2 puntos) Tres paracaidistas deportivos realizan tres saltos simultidneos sobre un portaviones, siendo la
probabilidad de caer sobee el objetive de 0°2, 0°3 y 0°4 respectivamente. Caleular las probabilidades de que
en cuda vuelo se alcancen los objetivos.(considerar todos los posibles casos. 0, 1, 2 o 3 paracaidistas
alcancen el objetivo)

OPCION B
1 — {3 puntos) Una cditorial ha vendido las siguientes cantidades de libros en papel v clectronicos en los
ultimos afios (matriz A), 4 los siguicntes precios de venta (matriz B):

2011 2012 2013 Papel Electrénico

Az(;zoooo 15000 2000) Papel [ 30 2011
1500 10000 30000/ Flectrénico B = ig %g ggﬁ

a) Obténgase la matriz B - 4. ;Cudnto s¢ ingresd por la venta de libros ¢n ¢l afio 20117 ;Qué clemento de
la malriz B - A nos da cxa informacién?

b) (LCn qué orden habria que multiplicar las matrices para obtener los ingresos por la venta de libros en
papel duranic los 3 afios? ;Qué clemento de la maltriz nos da ¢sa informacién? ;A cudnlo ascienden los
ingresos por la venta de libros electrénicos?

2 — (2 puntos) Dada la funcién f(x) = —ax? + bx, con a y b parametros reales
a} Decterminar si para a = 4, existe algn valor de b para ¢l que f{x) tenga un maximoen x = 1/2.
b) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion hallada

3 — (2 puntos) Calcule las siguientes integrales

a) ffsen(ﬁx)dx %)) f: 2 ax

x3-1

4 — (3 puntos) En una estimacion sobre las alturas maximas de una planta cxodtica sc obtuvieron los
siguicntes resultados en centimetros.
10'91, 1094, 10'90, 1093, 10'89, 10'88, 10’92
Se supone que la distribucion de las alturas de las plantas sigue una distribucion normal de media
desconocida y desviacion (M2,
a) Determinar un intervalo de confianza al 98% para la media de todas las alturas estimadas obtenidas con
¢l mismo método.
b) Ln estas condiciones ;cudl debe ser el tamafio minimo de la muestra para que la amplitud del intervalo
dc conflianza sca de 0'23?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 (2 puntos) Una cmpresa de hardware pucde ofertar dos lotes de equipamicnto teenolégico a despachos
profesionales. El primero incluye 3 ordenadores portatiles y 2 tablets, ¥ el segundo incluye 2 ordenadores
portétiles y 4 tablets. La primera promocidn gencra un beneficio de 200€ y la scgunda 250€. Si la cmpresa
ticne un stock de 120 portdtiles y 200 tablets ;Cuantos lotes de cada tipo de promocion debe ofertar la
empresa para obtener el maximo beneficio?; Cudl serd el maximo beneficio alcanzado?

2 — (2 puntos) Dadas las matrices:
0 1
A2 =
A={g1) B‘(1 2)

22
Hallar la matriz X que verifica la geuacion X' -A = 8
3 — (3 puntos) Dada la funcidn f(x) = —ax? + bx, con a y b pardmetros reales
a) Determinar si para a = 4, exisic algin valor de b para ¢l que f(x) lenga un maximo en x = 1/2.
b) Escribir la funcién hallada v hallar los valores que 1gualan a 0 la funcidn.
¢} Hallar los intervalos de crecimicnto y decrecimicnto de la funcion hallada
4 — (3 puntos) En una estimacion sobre las alturas maximas de una planta exdtica se obtuvieron los
siguicnles resultados co cenlimetros.
1091, 10’94, 1090, 10793, 10'89, 1088, 10'92
Se supone que la distribucién de las alturas de las plantas sigue una distribucién normal de media
desconecida y desviacion 0°2,
a) Determinar un intervale de confianza al 98% para la media de todas las alturas cstimadas obtenidas con
el mismo método.
b) En cstas condiciones ;cudl debe ser ¢l tamafio minimo de la muestra para quc la amplitud del intervalo
de confianza sea de 0°257

OPCION B
1 (3 puntos) Dado ¢l problema de programacion lineal: minimizar z = 3x + 5y
x+y=2
xty>-2
con las restriceiones x—y<2 8c pide:
y<2

x>0, yv=0
a) Represente la region factible.
by ;Hay condicioncs redundantes? En caso afirmative identifiquelas vy cn cualquicr caso d¢é una
explicacidn razonada a su respuesta.
¢) ¢En qué punto sc alcanza el minimo y cudnto vale?
2 {3 puntos) El numero de personas con sintomas de alergia responde a la siguiente funcién, dénde t son
los dias transcurridos desde ¢l principio de la primavera: A(t) = —200t2 + 4800t + 36000
a} .En qué momento ¢l nimero de personas afectadas s mayor v cudntas son?
b) A partir de qué momento el nimero de personas afectadas empieza a decrecer? ;En qué momento no
hay pcrsonas con sintomas de alergia?
3 — (2 puntos) En una granja avicola el peso de los pollos se distribuve segin una normal de media 1500gr. v
una desviacion tipica de 250gr. ;Cudl es la probabilidad de que el peso medio de una muestra de 64 pollos
csté entre 1400 vy 1800gr?
4 — (2 puntos) Tres paracaidistas deportivos realizan tres saltos simultidneos sobre un portaviones, siendo la
probabilidad dc cacr sobre ¢l objetive de 072, 0°3 y 074 respeetivamente, Caleular lag probabilidades de que
en cada vuelo se alcancen los objetivos.(considerar todos los posibles casos. 0, 1, 2 o 3 paracaidistas
alcancen el abjetivo)
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — {3 puntos} Una editorial ha vendido las siguientes cantidades de libros en papel ¥ ¢lectronicos en los
altimos afios (matriz A), a los siguicntcs precios de venta (matriz B):

2011 2012 2013 Papel Flectronico

45 30 2011
A= (20000 15000 2000) Papel g — ( )

40 20 2012
1500 10000 30000 Sni
Electronico 40 15 2013

a) Obténgase la matriz B - A. ;Cudnto s¢ ingresd por la venta delibros en el afio 20117 ;Qué clemento de
la matriz B - 4 nos du ¢sa informacion?

b) (En qué arden habria que multiplicar las matrices para oblener los ingresos por la venla de libros en
papel durante los 3 afios? [ Qué elemento de la matriz nos da esa informacién? ;A cuanto ascienden los
ingresos por la venta de libros clectronicos?

2
! i . = X x € (—0o,1]
2 — (3 puntos) Determinar ¢l valor de k para que sca continua la funcion f(x) = { 5 |
(3 puntos} para q fx) k/xa She'e (1,-400)
3 — (2 puntos) El 80% de los cstudiantes universitarios osta en contra de la nueva politica de becas Erasmus.
Si tomamos una mucstra de 90 cstudiantes ;Cual ¢y la probabilidad de que mas de un 84% csté on contra de
la politica de becas Erasmus?

4 — (2 puntos) Tres paracaidistas deportivos realizan tres saltos simultdncos sobre un portaviongs, sicndo la
probabilidad dc cacr sobre ¢l objetive de 0°2, 0°3 ¥ 0°4 respectivamente. Calcular las probabilidades de que
en cada vuelo se alcancen los objetivos.(considerar todos los posibles casos. 0, 1, 2 o 3 paracaidistas
alcancen ¢l objctiva).

OPCION B

2 W
1 (2 puntos) Resuclva la siguicnte ¢cuacion matricial X(_21 _11) - (1 —2)

2 — (2 puntos)} Dadas las matrices:

=1
a7
VT g Nm—— (1 2)
0 1 5 o
Hallar la matriz X que verifica la ecuacion X A = 8
3— (3 puntos) Sc considera la funcion f{x) = ;Txg

4} Razone cudl es ¢l dominio de definicion de f(x).
b} Determine los intervalos de crecimiento v de decrecimiento de f(x).
¢) Determine los intervalos de concavidad y convexidad de f (x).

4 — (3 puntos) En una granja avicola el peso de los pollos se distribuye segun una normal de media 1500gr. v
una desviacion tipica de 250gr.

a} ;Cual ¢s la probabilidad de que un polle clegido al azar, pese mas de 1950grs?

b) ;Cual es la probabilidad de que el peso medic de una muestra de 64 pollos esté entre 1400 y 1800gr?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.
OPCION A
1 {2 puntos) Una cditorial ha vendido las siguientes cantidades de libros en papel v clectronicos en los
Oltimos afios (matriz A), a los siguientes precios de venta (matriz B):
Papel Electronico

2011 2012 2013
/20000 15000 2000 Papel 45 30 2011
A= ) B=

' 40 20 2012
1500 10000 30000 )
Electrénico 40 15 2013

a) Obténgasc la matriz B - 4. [ Cudnto s¢ ingresd por la venta de libros en ¢l afio 20117 ;Qué clemento de
la matriz B - A nos du csa informacidn?

b) ¢En qué orden habria que multiplicar las matrices para obtener los ingresos por la venta de libros en
papel duranie los 3 afios? [ Qué clemento de la maltriz nos da gsa informacién? ;A cudnto ascienden los
ingresos por la venta de libros electrénicos?

_ 01
2 — {2 puntos) Dadas las matrices: A = ( ), B=[1 2]
0 1 2
Hallar la matriz X que verifica la ecnacion X7 -A =B
3 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = —ax? + bx, con a y b paramctros rcalcs
a) Determinar si para a = 4, existe alglin valor de b para ¢l que f{x) tenga un maximo cn x = 1/2.
) Escribir la funcion hallada y hallar los valores que igualan a 0 la funcidn.
¢) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion hallada

4 — (3 puntos) El 80% dc los cstudiantes universitarios csta cn contra de la nucva politica de becas Erasmus.
i tomamos una muestra de 90 estudiantes ;Cudl es la probabilidad de que mas de un 84% esté en contra de
la politica de becas Brasmus?

OPCION B

2 N
1 — (3 puntos) Resuelva la siguiente ccuacion matricial X (_21 _11) = (1 —2)
2w

2 — (2 puntos) El namero dc personas con sintomas de alergia responde a la siguiente funcion, déndce t son
los dias transcurridos desde ¢l principio de la primavera: A(t) = =200t2 + 4800t + 36000
a) (En qué momento el mimero de personas afectadas es mayor y cudntas son?
b) ;A partir de qué momento ¢l namere de personas afectadas empicza a deerecer? (En qué momento no
hay personas con sintomas de alergia?

3 — (2 puntos) Calcule las sigumentes integrales

a) f[? sen{bx)dx b) _[4x—2dx

? oyta1

4 — {3 puntos) Dos compaiiias ac¢rcas con vuclos diarios cntre Madrid v Barcclona han rcalizado estudios
sobre la calidad de los mismos mediante cuestionarios a los viajeros. La compafiia A ha realizado 45
encucstas cn las que ha obtenido una puntuacion media de 7°5 con desviacion tipica de 0°7. T.a compariia B
ha realizado 35 encuestas obteniendo una puntuacion media de 7°4 con una desviacion tipica de
(0°6.Determinar si la diferencia es significativa para un nivel de significacion del 5%. Y para un nivel de
significacidn del 7%. 81 quisiéramos posicionar mejor 4 una compania que 1 otra, que nivel de significacion
usariamos ¢l del 5% o cl del 7%.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd

permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 (3 puntos) Una cmpresa de hardware pucde ofertar dos lotes de equipamicnto teenolégico a despachos
profesionales. El primero incluye 3 ordenadores portatiles y 2 tablets, ¥ el segundo incluye 2 ordenadores
portétiles y 4 tablets. La primera promocidn gencra un beneficio de 200€ y la scgunda 250€. Si la cmpresa
ticne un stock de 120 portdtiles y 200 tablets ;Cuantos lotes de cada tipo de promocion debe ofertar la
empresa para obtener el maximo beneficio?; Cudl serd el maximo beneficio alcanzado?

2 — (2 puntos) Dada la funcién f(x) = —ax? + bx, con @ y b parametros reales
a) Determinar si para @ = 4, existe algin valor de b para ¢l que f{x) tenga un maximo cnx = 1/2,
b) Hallar les intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion hallada

3 — (2 puntos} Calcule las signientes integrales
a) fog sen(6x)dx )] f:

I
x3-1

dx

4 — (3 puntos) En una granja avicola el peso de los pollos se distribuye segun una normal de media 1500gr. ¥
una desviacion tipica de 230gr.

ay ;Cual es la probabilidad de que un polle elegido al azar, pese méas de 1950grs?

by Cudl ¢s la probabilidad de que el peso medio de una muestra de 64 pollos esté entre 1400 v 1500gr?

OPCION B
1 — (2 puntos) Dado el problemsa de programacion lineal:  munimizar z = 3x + 5y
x+y=2
x+y=z-2
con las restricciones Xx—y=2 Sc pide:
y<2
x20 v=0

a) Represente la region tactible.
by ;En qué punto scalcanza cl minimo v cudnto vale?

1 g i
2 — (2 puntos) Dadas lag matriccs; A = (0 1), B= (l 2)
2 2

Hallar la matriz X que verifica la ccuacion XL - A = B

3 - (3 puntos) El numero de persenas con sintomas de alergla responde a la siguicnte funcion, dénde t son
los dias transcurridos desde el principio de la primavera: A(t) = —200¢t% + 4800¢ + 36000
a} (En qué momento cl nimero de personas afectadas ¢s mayor v cudntas son?
) A partic de qué momento ¢l namero de personas afectadas empicza a decrecer? ;En qué momento no
hay personas con sintomas de alergia?

4 — (3 puntos) En una cstimacion sobre las alturas maximas dc una planta cxotica sc obtuvicron los
siguientes resultados en centimetros.
1091, 10794, 10'90, 10793, 10'89, 10'88, 10'92
Se supone que la distribucidon de las alturas de las plantas sigue una distribucién normal de media
desconocida y desviacion 072,
a} Determinar un intervale de confianza al 98% para la media de todas las alturas estimadas obtenidas con
¢l mismo método.
1) En cstas condiciones Jcudl debe sor ¢l tamafio minimo de la mugstra para que la amplitud del intervalo
de confianza sea de 0°25? UNED. Mateméticas. 201
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.
OPCION A
1 (3 puntos) Una cmpresa de hardware pucde ofertar dos lotes de equipamicnto teenolégico a despachos
profesionales. El primero incluye 3 ordenadores portatiles y 2 tablets, ¥ el segundo incluye 2 ordenadores
portétiles y 4 tablets. La primera promocidn gencra un beneficio de 200€ y la scgunda 250€. Si la cmpresa
ticne un stock de 120 portdtiles y 200 tablets ;Cuantos lotes de cada tipo de promocion debe ofertar la
empresa para obtener el maximo beneficio?; Cudl serd el maximo beneficio alcanzado?

. = 3x
2 — (2 puntos) S¢ considera la funcidn f(x) = =
a} Dectermine los intervalos de crecimiento y de decrecimienio de f (x).

b) Determing los intervalos de concavidad y convexidad de fx).

3 — (2 puntos) Calcule las signientes integrales

a) fo% sen(6x)dx b) f: j: dx

X

4 — (3 puntos) En una cstimacidn sobre las alturas méximas d¢ una planta cxdtica s¢ obtuvicron los
siguicntes resultados cn centimetros.
1091, 10'94, 1090, 10793, 1099, 10'88, 10'92
Se supone que la distribucién de las alturas de las plantas sigue una distribucién normal de media
desconocida y desviacion 0'2.
a) Decterminar un intervalo de confianza al 98% para la media de todas las alturas cstimadas obtenidas con
el mismo metodo.
b) En estas condiciones ;cudl debe ser el tamafio minimo de la muestra para que la amplitud del intervalo
de confianza sea de 0257

OPCION B
1 — (3 puntos) Dado ¢l problema de programacion lincal:  minimizar z = 3x + Sy
x+y=2
x+y=-2
con las restricciones x—y=<2 Se pide:
y=<2
x=20, v=20

a) Represente la regidn factible.

b) ;Hay condiciones redundantes? En case afirmativo identifiquelas vy en cualquier caso dé una
explicacion razonada 4 su respucsta.

c) ;En qué punto se alcanza el minimo v cuénto vale?

x?  x €(-w,1]

kfx six € (1, +w)

3 — {2 puntos) Dos compafias aéreas con vuelos diarios entre Madrid v Barcelona han realizado estudios

sobre la calidad do los mismos mediante cucstionarios a los viajeros. La compafita A ha rcalizado 45

encuestas en las que ha obtenido una puntuacién media de 7°5 con desviacion tipica de 0°7. La compaiiia B

ha realizado 55 concucstas obtenicndo una puntuacion media de 7'4 ¢on una desviacion tipica dc

0°6.Determinar si la diferencia es significativa para un nivel de significacion del 3%.

2 — (3 puntos) Determinar el valor de k para que sea continua la funcion f(x) = {

4 — {2 puntos) Tres paracaidistas deportivos realizan tres saltos simultdngos sobre un portaviones, sicndo la
prebabilidad de caer sebre ¢l ebjetive de 0°2, 073 y 074 respectivamente. Caleular las probabilidades de que
¢n ¢ada vuclo sc alcancen los objotivos.(considerar todos los posibles casas, 0. 1, 2 o 3 paracaidistas
alcancen ¢l objctivo)
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.
OPCION A
1 (2 puntos) Una navicra quicre implantar una nugva linca de forrys entre dos ciudades. La oferta de plazas
ha de ser superior a 8400 personas v 3000 vehiculos. Los ferrys que posee son de dos tipos, el primero tiene
un coste de 3.000€ vy pucde wansportar a 900 personas y 300 vehiculos; ¢l scgundo tiene un coste de 2.000€
y pucde transportar a 300 personas v 150 vehiculos. La navicra dispone de 10 transberdadores de cada tipo.
;Cuantos transbordadores de cada tipo deben utilizarse para que el coste sea minimo?

1 2
2 - (2 puntos) Calculc la matriz X que s¢ verifica: 3X — 2 [(g g) By ((1) f’;)] =3 (; g i) (3 _12)

3 - (3 puntos) La varacion, cn céotimos de cura, de lu colizacion bursatil de las acciones de una empresa
siguc la funcion V(t) = t* — 12t° + 45¢, ¢n la sesion del dia entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 < t < §).
a) Cual ha sido la variacidn al cerrar la sesion?; Cudl ha side la cotizacién final sabiendo que ayer
cotizaba a 30€7
b) Hallar los intervalos horarios en que la variacion ha crecido v aquellos en que ha decrecido
¢} Hallar los extremos relativos, y la variacion en esos momentos.
4 — (3 puntos) Scan A v B dos succsos de un cspacio de succsos S, tales que: P(A) = § P{(B) =§ v
P(AUB) = g Sc pide:
a) P(A%) y P(B9)
b) P(ACUBS)y P(ANR)
¢y P(ANBS) y P(A°NRC)
Nota: Escribir A = (AN B) U (ANB%Y)

OPCION B
1 — (3 puntos)} Dado ¢l problema dc programacion lincal: maximizar z = 3x + 5y
x+y=>2
x+yz=-2
con las restricciones x—y=x2 Se pide:
y<2
x=z0 20

a) Represente la regién factible.
b) ;Hay condicioncs redundantcs? En caso afirmative identifiquelas y cn cualgquicr caso dé una
explicacidn razonada a su respugsta,

¢) ;En qué punto sc alcanza ¢l maximo y cudnto vale?
2 — (2 puntos) Una cmpresa de venta online tienc las signientes funciones de ingresos y gastos, on curos, con
x la cantidad de unidades vendidas: [(x) = x* +2x%+225x; G(x) = x3+ x% 4+ 2000x + 500000,.
Determine:

a) La funcion del beneficio anual v la cantidad de unidades vendidas para que ¢l beneficio sca nulo.

b) Intervalos de crecimiento v decrecimicnto del beneficio,

3 — (2 puntes) Hallar ¢l drca que ocupa ¢l logotipo de una compaiiia acrea y que cstd delimitado por las
funciones f(x) ={x —1D*ygl)=2—(x — 1)

4 — (3 puntos) En un centro comercial, ¢l ticmpo de cspera en la linca de cajas ¢s una variable alcatoria
normal de media & minutos y desviacién tipica de 2 minutos. S¢ toman muestras alcatorias del tiempo de
espera del os clientes un dia coualquicra. Se pide:
a} (Cual es la probabilidad de que ¢l ticmpo medico de cspera para pagar en caja para una mucstra de 16
clientes no supero los ¢inco minutos?
b) Si tomamos mucstras de 49 clientes Que distribucion scguira la media muestral?
¢} (Cudl es la probabilidad de que el tiempo medio de espera no supere los 10 minutos si tomamos
mucstras de 49 clientes? UNED. Matematicas. 203
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (2 puntos) Dado ¢l problema de programacién lincal:  maximizar z = 3x + 5y
x+y=2
x+y=-2
con las restricciones X—y<2 Se pide:
y<2
xz0, y=0

a) Represente la region factible.
B) ;En qué punto se alcanza el maximo y cuanto vale?
L . : 2 0 03 12 nfl ?

2 — (2 puntos} Calcule la matriz X que sc verifica: 35 — 2 [(0 2) =) (l 4)] =3 (3 2 1) (3 12)
3 - (3 punios) Una empresa de venta online tiene las siguicnles funciones de ingresos y gaslos, ¢n guros, con
x la cantidad de unidades vendidas: /{x) = x®+ 2x? +225x; G¢{x) = x2 +x? + 2000x + 500000,
Determine:

a} La funcidn del beneficie anual y la cantidad de unidades vendidas para que el beneficio sea nulo.

b) El valor del beneficio si no s vende ninguna unidad y ¢l nimero de unidades vendidas que hace

minimo en la funcion de beneficio.
¢} lotervalos de crecimiento y decrecimicnto del beneficio.

4 — (3 puntos) Scan A y B dos succsos de un cspacio de succses S, tales que:  P(A) = é P(B) :% ¥
P(AUB) = E Se pide:

a) P(A%)y P(B)

b) P(A“UBSYyP(ANB)

¢) P(ANB%) yP(A“ nBS)

Nota- Escribir A = (A N B) U (A n B%)

OPCION B

| — (3 puntos) Una naviera quicre implantar una nucva linca de forrys entre dos ciudades. La oferta de plazas
ha de ser superior a 8400 persanas y 3000 vchicules. Los ferrys que pasce son de dos tipos, ¢l primero tiene
un coste de 3.000€ y pucde transportar a 900 personas ¥ 300 vehicules; ¢l scgundo tieng un coste de 2.000€
y pucde transportar a 300 personas y 150 vehiculos. La navicra disponc de 10 transbordadores de cada
tipo.,, Cudntos transbordadores de cada tipo deben utilizarse para que ¢l coste sea minimo?

2 — (3 puntos) La variacion, cn céntimos de cure, de la cotizacion bursatil de las acciones de una empresa
sigue la funcion V(t) = t% — 12t + 45t, en la sesién del dia entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 < t < 8).

a} Cudl ha sido la vanacion al cerrar la scsidn?:Cudl ha sido la cotizacidn final sabiendo que ayer

cotizaba a 30€7

b) Hallar los intervalos horarios en que la variacion ha crecido y aquellos cn que ha decrecido

¢) Hallar los ¢xtremos relativos, y la variaciin ¢n ¢80% mornentos,

d)
3 — (2 puntos) En un centro comercial, el tiempo de espera en la linea de cajas es una variable aleatoria
normal dec media 6 minutos v desviacion tipica de 2 minutos. Sc toman mucstras alcatorias del ticmpo de
espera del os clientes un dia cunalquiera. ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo medio de espera para
pagar ¢n caju para una mucstra de 16 ¢lientes no supero los cinco minutos?

4 - (2 puntos) Una empresa de lrabajo temporal dispone de una oferta de 1500 puestos base. 900 pucstos
técnicos y 600 puestos para especialistas. Se sabe que el 175% de la oferta de puestos base, ¢l 2% de los
téenicos y ¢l 4% de los especialistas no pertenecen a la Unién Europea. Si se elige una oferta al azar,

ay (Cual es la probabilidad de que no pertenezca a la Unidn Europea?

b) (Cual ¢s la probabilidad de que sca un experto si sabemos que trabaja cn la Union Edf¥peaMatematicas. 204
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd

permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 - (3 puntos) Una naviera quiere implantar una nueva linea de ferrys entre dos ciudades del estrecho. La
oferta de plazas ha de ser supetior a 8400 personas y 3000 vehiculos. Los ferrys que posce son de dos tipos,
¢l primero ticne un coste de 3.000€ v pucde transportar a 900 personas y 300 vehiculos; ¢l segundo tiene un
coste de 2.000€ y puede transportar a 300 personas y 130 vehiculos. La naviera dispone de 10
transhordadoeres de cada tipo.; Cuantos transbordadores de cada tipo deben utihzarse para que ¢l coste sca
minimo?

3
2 — (2 puntos) Dada la funcién f(x) = x? =g —g hallar la ccuncidn de la recla tangente que pasa por cl

punto de inflexion.

3 — (2 puntos) llallar el area que ocupa el logotipo de una compariia aérea y que estd dehmitado por las
funciones f(x) = (x — 1) y g(x) =2 — (& — 1)°.

4 — (3 puntos) En un centro comercial, ¢l iempo de cspera ¢n la linca de cajas ¢s una variable alcatoria
normal de media 6 minutos ¥ desviacion tipica de 2 minutos. Se toman muestras aleatorias del tiempo de
espera del os elientes un dia cualquicra. Se pide:
a) Cudl gs la probabihdad de que ¢l ticmpo medio de espera para pagar ¢n ¢aja para una mucstra de 16
clientes no supcro los cinco minutos?
b) Sitomamos muestras de 49 clientes ;Que distribucidn seguird la media muestral?
¢} (Cual cs la probabilidad de que cl tiempo medio de espera no supere los 10 minutes si tomamos
mugcstras de 49 clientes?

OPCION B
| — (2 puntos) Dado ¢l problema de programacién lincal:  maximizar z = 3x + 5y
x+y=z2
x+y==2
con las restricciongs X < &
y =2
x>0, y=20

Se pide:
a) Represente la region factible.
b) ;En qué punto se alcanza el maxime y cudanto vale?

2 — (2 puntos) Calcule la mawiz X para que se verifique:

20 0 3 1 2 3 1 2
w2l 9= a6 2 D 1)
1
x?-9
a) Razone cudl es el dominio de definicidn de f(x).
b) Estudiar las asintotas d¢ la funcién
¢} Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiente de f(x).

3 — (3 puntos} Sc considera la funcion f{x) =

4 — (3 puntos) En el parque moévil de una determinada ciudad se desea conocer la probabilidad de que un
v¢hiculo ¢legido al azar tenga que pasar la TTV en ¢l afie en curse. De 300 vehiculos tomados al azar 15 de
ellos tenian que pasar la inspeccion.
a} Hallar un intervale de conflanza al 93% para la probabilidad pedida.
b) ;Cudantos vehiculos se deberian tomar para que con una probabihidad del 95% el error miximo al
estimar la proporcion de vehiculos a inspeccionar sca del 07057
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd

permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (3 puntos) Dado el problema de programacioén lineal: maximizar z = 3x + 5y
x+y=2
x+y=z-2
con las restrieciones x—y=<2 Sc pide:
y< 2
x=0, yv=0

a) Represente la regidn tactible.

b) ;Hay condiciones redundantes? En caso alirmativo identifiquelas vy en cualquier cuso dé una
cxplicacidn razonada a su respuesta.

¢) (En qué punto sc alcanza ¢l maximo y cudnilo vale?

1

x2-9

2 — (2 puntos) Se considera la funcién f{x) =
a) Estudiar las asintotas dc la funcion
b) Determine los intervalos de crecimicnto v de decreeimiento de £(x).

3 — (2 puntos) Hallar ¢l arca que ocupa ¢l logotipo de una compaiiia aérea y que esta delimitado por las
funciones f(x) = (x — 1) v g(x) =2 — (x — 1)°.

4 — (3 puntos) Un club deportivo cuenta con dos tipos de deportistas. Los que entrenan en grupo en las
instalaciencs del club y los que centrenan por libre. El primer grupo estd farmado por 70 deportistas y cl
segundo por 30, En la toma de tiempos de una prucba de 100 metros lises, ¢l primer grupo ha dado un
ticmpo medio de 10 scgundos con una desviacion tipica de 0°1. El segundo grupo ha dado un ticmpo medio
de 9°% scgundos con una desviacién de 0°09. Sabicnde que la variable que represcnta ¢l ticmpe medio
empleado en ambos casos se distribuye segun una normal ;es posible afirmar con ¢l 95% de confianza que
hay diferencia de ticmpos entre los deportistas que entrenan en grupo v los que o hacen por libre?

1 — (3 puntos) Una naviera quicre implantar una nueva linca de ferrys entre dos ciudades del estrecho. Ta
oferta de plazas ha de ser superior a 8400 personas y 3000 vehiculos. Los ferrvs que posee son de dos tipos,
¢l primero tiene un coste de 3.000€ y pucde transportar a 900 personas y 300 vehiculos: ¢l segundo tiene un
coste de 2.000€ y puede transportar a 300 personas y 150 vehiculos. La naviera dispone de 10
transbordaderes de cada tipo.;Coantos transbordadores de cada tipo deben utilizarse para que el coste sea
minimao?

%3
B

., . 8 Ex:
2 — (3 puntos) Dada la funcion f(x) ==——4x — A hallar la ecuacion de la recta tangente que pasa por ¢l

punto de inflexién.
3 - (2 puntos)} Sean A ¥ B des succsos de un espacio de sucesos S, tales que:
P(A) =2,P(B) =3 P(AUB) =2, Scpide:
a) P(A%) y P(B)
b) P(AnBS)y P(AC n B%)
Nota: Escribir A = (AN B) U (AN B%)

4 - (2 puntos) Una empresa de lrabajo temporal dispone de una oferta de 1500 puestos base. 900 pucsios
téenicos y 600 pucstos para especialistas. Se sabe que ¢l 175% de la oferts de puestos basc, ¢l 2% de los
téenicos y ¢l 4% de los especialistas no pertenecen a la Unién Europea. Si se elige una oferta al azar,

a} (Cual es la probabilidad de que no pertenezca a la Unidn Europea?

b) Sabiendo que ¢l puesta elegido no pertencee a la Unidn Europea ;cudl os la probabilidad de que sca un

técnico? UNED. Matematicas. 206
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (3 puntos) Dado el problema de programacién lineal: maximizar z = 3x — 5y
x+y=2
x+y=z-2
con las restrieciones x—y=<2 Sc pide:
x=2,y=2
x=0, yv=0

a) Represente la regidn tactible.

b) ;Hay condiciones redundantes? En caso alirmativo identifiquelas vy en cualquier cuso dé una
cxplicacidn razonada a su respuesta.

¢) (En qué punto sc alcanza ¢l maximo y cudnilo vale?

2 - (3 puntos) Dada la funcién f(x) = x? —4x —g hallar la ccuacion de la recta tangente que pasa por cl

punto de inflexion,

3 — (2 puntos) En el parque mavil de una determinada ciudad se desea conocer la probabilidad de que un
vehiculo elegido al azar tenga que pasar la ITV en ¢l afio en curso. De 300 vehiculos tomados al azar 15 de
cllos tenfan que pasar la inspeceion, Hallar un intervalo de confianza al 95% para la probabilidad pedida.

4 — {2 puntos) Una cmpresa de trabajo temporal dispone de una ofcrta de 1500 pucstos basc, 900 pucstos
técnicos y 600 puestos para especialistas. Se sabe que el 1'5% de la oferta de puestos base, el 2% de los
téenicos y ¢l 4% de los ¢specialistas no perteneeen a la Union Europea. Si se clige una oferta al azar,

a) ;Cual es la probabilidad de que no pertenezca 4 la Union Europea?

by ;Cudl cs la probabilidad de que sea un experio si sabemos que trabaja en la Unién Europea?

OPCION B
1 — (2 puntos) Utilizando las propiedades de las matrices obtenga las matrices X e Y tales que

_)(3f ;_YY;BA}’ prndo B (; (3) _31)-"’ A\ (tl) i —21)

2 — (2 puntos) Calcule la matriz X para que s¢ verifique;

sweal(3 9200 =26 2 D 1)

a} Razone cudl es ¢l dominio de definicion de £(x).

~

3 (3 puntos) Se considera la funcion f{x) =

) Estudiar las asintotas dc la funcion
¢) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f{x).

4 — (3 puntos) En un centro comercial, ¢l tiempo de espera en la linca de cajas ¢s una variable alcatoria
normal de media 6 minutos y desviacion tipica de 2 minutos. Se toman muestras aleatorias del tiempo de
gspera del os clientes un dia cualquicra. Sc pide:
a) Cudl ¢s la probabilidad de que el tiempo medio de espera para pagar ¢n caja para una muestra de 16
clientes no supero los cinco minutos?
b) Sitomames mucstras de 49 clientes ;,Que distribucidn scguira la media mugstral?
¢} Cudl cs la probabilidad de que ¢l tiempo medio de espera no supere los 10 minutos si tomamos
muestras de 49 clientes?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (3 puntos) Utilizando las propicdades de las matrices obtenga las matrices X ¢ Y tales que
—3X+Y =4} . 2 0 -1 15 2
xoav g sedoa=(g 5 Fhye=(g 5 5)
2 — (3 puntos) La variacion, en céntimos de euro, de la cotizacion bursatil de las acciones de una empresa
siguc la funcion V(t) = t3 — 12t% + 45¢, cn la sesién del dia entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 < ¢ < 8).
a) (Cudl ha sido la variacion al cerrar Ja sesidn?;Cudl ha sido la cotizacidn final sabiendo que ayer
cotizaba a 30€7
b) Hallar los intervalos horaries en que la variacion ha crecide y aquellos en que ha deerecido
¢) Hallar los cxtremos relativos, y la variacion ¢n ¢s0s momentos,
3 (2 puntos) Un club deportivo cucnta con dos tipos de deportistas, Los que cntrenan on grupo cn las
instalaciones del club v los que entrenan por libre. El primer grupe estd formado por 70 deportistas v el
segundo por 30. En la toma de tiempos de una prueba de 100 metros lisos, el primer grupo ha dado un
ticmpo medio de 10 segundos con una desviacion tipica de 071, El segundo grupo ha dado un ticmpo medio
de 99 segundos con una desviacion de 0°09. Sabiende que la variable que representa el tiempo medio
cmpleado co ambos casos se disteibuye segan una normal ;cs posible alirmar con ¢l 95% de confllanza que
hay diferencia de ticmpos entre los deportistas que entrenan en grupo v los que lo hacen por libre?

4 — (2 puntos) Una cmpresa de trabajo temporal dispone de una oferta de 1500 pucstos basc, 900 pucstos
téenicas y 600 pucstos para especialistas. S¢ sabe que ¢l 1°5% de la oferta de pucstos base, ¢l 2% de los
téenicos v ¢l 4% de los especialistas no pertenceen a la Unidn Europea. Si se clige una ofcrta al azar,

a} (Cual ¢csla probabilidad de que no pertenczea a la Unidn Europea®?

b) (Cual ¢s la probabilidad de que sca un experto si sabemos que trabaja cn la Unién Europea?

OPCION B
1 — (3 puntes) Dado el problema de programacién lincal: maximizar z = 3x — 5y
xt+y=2
Xy > %
con las restricciones X =y e 2 Se pide:
x>2, y=2

x=0, y=0
a) Represente la regién factible.
b) ;Hay condiciones redundantes? En caso afirmative identifiquelas y cn cualquier caso dé una
explicacion razonada a su respuesta.
¢) (En qué punto se alcanza el maxime y cudnto vale?
2 — (2 puntos) Una cmpresa de venta online ticne las siguientes funciones de ingresos y gastos, on curos, con
x la cantidad dc unidades vendidas: F(x) = x? + 2x* + 225x; G{x) = x* + x? + 2000x + 500000,.
Determine:
a} La funcidn del beneficio anual y la cantidad de umidades vendidas para que ¢l beneficio sea nulo.
b) Intervalos de crecimiento v decrecimiento del beneficio.
3 — (2 puntes) Hallar ¢l drea que ocupa cl logotipo de una compaiiia acrea y que estd delimitado por las
funciones f(x) = (x — 1) v g(x) =2 — (x — 1)°.
4 — (3 puntos) Scan A y B dos succsos de un cspacio de succsos S, tales que:
P(A) =Z,P(B) == P(AUB) == Scpide:
a) P(AS) y P(BS)
b P(A*UB9) yP(ANB)
¢y P(AnB%) y P(AC N RC)
Nota: FscribirA = (ANB) U (AN B
UNED. Matematicas. 208



Matematicas Aplicadas a las Ciencias Soc

PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

Junio - 2014 Duracion: 90min. MODELO 14

03100570

Hoja: 1 de 2

NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (2 puntos) Dado el problema de programacion lineal:  maximizar z = 3x — 5y
x+y=2
x+y=z-2
con las restriceiones x—y=2 . Sc mide:
x=2,y=2
x=0, yv=0

a) Represente la regidn tactible.
b) ;En qué punto se aleanza el méximo y cudnto vale?

2 — (2 puntos) Calcule la matriz X para que se verifique:
)
290 (I-Te n—_ ) K
- AT (D)

3 — (3 puntos) Una empresa de venta online tiene las siguientes funciones de ingresos y gastos, en euros, con
x la cantidad dc unidades vendidas: F(x) = x*+ 2x% + 225x; G{x) = x® + x% + 2000x + 500000,.
Determine:

a} La funcién del beneficie anual y la cantidad dc unidades vendidas para que ¢l beneficio sea nulo.

b) El valor del beneficio si no se vende ninguna unidad v ¢l nimero de unidades vendidas que hace

minimo ¢n la funeién de beneficio,
c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento del beneficio.

4 — (3 puntos) En el parque movil de una determinada ciudad se desea conocer la probabilidad de que un
vehiculo elegido al azar tenga que pasar 1a 1TV en el afio en cursoe. De 300 vehiculos tomados al azar 15 de
¢llos tenian que pasar la mspeccidn.
a) Hallar un intervale de confianza al 93% para la probabilidad pedida.
b) ¢Cuéntos vehiculos s¢ deberian tomar para que con una probabilidad del 95% el crror maximo al
estimar la proporeion de vehiculos a inspeccionar sca del 07057
OPCION B

1 — (3 puntos) Utilizando las propiedades de las matrices obtenga las matrices X ¢ ¥ tales que

ooy g pemea= (g F)yas(o %)

2 — (2 puntos) La variacion, cn céntimos dc cure, de la cotizacion bursatil de las aceiones de una empresa
sigue la funcion V(1) = t3 — 12t° + 45¢, en la sesion del dia entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 < t < 8).
a} Cudl ha sido la vanacion al cerrar la sesidn?, Cudl ha sido la cotizacion final sabiendo que ayer
cotizaba a 30€7?
b) Hallar los intervalos horarios en que la variacion ha crecido y aquellos cn que ha decrecido

3 — (2 puntes) Hallar ¢l drca que ocupa ¢l logotipo de una compaiiia adérea y que estd delimitado por las
funciones f(x) = (x — 1)? y g(x) =2 — (x — 1)2.

4 — (3 puntos) Un club deportivo cucnta con dos tipos de deportistas. Los que cntrenan on grupo cn las
instalacioncs del club v los que entrenan por libre. El primer grupe cstd formado por 70 depertistas v cl
segundo por 30. En la toma de tiempos de una prucba de 100 metros lisos, el primer grupo ha dado un
ticmpo medio de L0 segundos con una desviacion tipica de 0°1. El scgundo grupo ha dado un tiempo medio
dc 9’9 scgundos con una desviacion de (°09. Sabicndo que la variable que representa ¢l ticmpoe medio
empleado en ambos casos se distribuye segin una normal ;cs posible afirmar con ¢l 95% de confianza que
hay diferencia de tiempos entre los deportistas que entrenan en grupo y los que lo hacen por libre?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 (3 puntos) Diana y Beatriz van a comprar discos y peliculas, Diana cornpra | pelicula v 2 discos de misica.
Beatriz compra 2 peliculas ¥ 3 discos.
a) Escriba la matriz 2 por 2 que expresa ¢l niimero de discos y peliculas comprados por cada una.
b)  Si han gastado 42 v 72 curos respectivamente calcular ¢l precio de las peliculas v de los discos.
Nota: Resolver por el método de Gauss o por algin otro método matricial {Cramer o matriz inversa).

2 — (3 puntos) Una empresa de desarrollo de videojuegos estima que sus ganancias durante los proximos afios
—75.000 + 125.000¢

=, donde la variable t = 1,2,3,4,5,... representa ¢l tiempo en

seguiran la formula g (t) =
afios medido a partir del presente.

a} Halle las ganancias correspandientes a los afos primero y cuarto.

b) Determine si las ganancias aumentan o disminuyen con ¢l paso del tiempo. Razonar la respuesta.

¢} (Scestabilizan las ganancias cuando t erece? [ Hacia qué valor? Razone la respuesta.

3 — (2 puntos) Sc estd estudiando ¢l aumento de nifios entre 6 y 12 afios que presentan problemas de déficit
de atencien (TDA).para conocer la probabilidad de que un escelar clegido al azar presente TDA. En una
muestra de 100 escolares se ha comprobado que 6 de ellos manifiestan este problema, Determinar un intervalo
de confianza al 95% para la probabilidad pedida.

4 — (2 puntos} La altura de los futholistas de un club deportivo se distribuye normalmente con una media de
180cm y desviacion tipica de 10cm.

ay Calcular la probabilidad de que Tos futbolistas midan mas de¢ [90cm.,

b) Calcular la prebabilidad de que los futbolistas midan mas de 1 70cm.

¢} Calcular la probabilidad de que los futbolistas midan entre 175cm y 185em

OPCION B
1 — (3 puntos} En un restaurante hacen pedidos al distribuidor de leche y agua de forma online y se abtienc un
10% de deseuento cn la leche y un 12,5% en ¢l agua, Al'hacer un pedido de 200 litros de leche v 480 botellines
de agua se han de pagar 348€ y se ahorran 44€. Calcular los precios originales de los productos y el precio
unitario pagado por cada uno.
NOTA: Usar Gauss o cilculo matricial en la resolucion del problema

_— -2x* 2 N
2 — (2 puntos) Duda la funcion j(x) = Tx +2x 4o hallar la ccuacion de la reeta tangente que pasa por ¢l
punto de inflexion.
3 (2 puntos) Encontrar la funcién cuya scgunda derivada ¢s 2x, v cuya grafica presenta un minimo ¢n cl
punto (-2, 8).

4 — (3 puntos) En trcs bolsas de lona numeradas tenemos repartidas bolas de colores de la siguiente forma: La
primera bolsa tiene 5 bolas rojas y 2 blancas, la segunda contiene 3 bolas rojas y | blanca v la tercera tiene 2
bolas rojas y 7 blancas.
a) Escogemos una bolsa al uzar v extraemos una bola. Si la bola ha sido roju ;cudl es la probabilidad de
haber sido extraida de la 1" bolsa?
b) &Cudl cs la probabilidad de que al extracr dos bolas consceutivamente y con reemplazamicnto, ¢stas scan
blancas?
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (3 puntos) Un economista trabaja en una empresa de lunes a viernes de 9 a 13 horas. Por las tardes colabora
¢n una ascsoria log luncs v los midreeles de 16 a 19 horas, ¢ imparte ¢lases ¢n una academia los martes y los
jucves de 17 a 19 horas.
a) Planificar matricialmente las horas de trabajo semanales diferenciando por dias y trabajos.
by Le pagan a 15€ las horas que trabaja en la empresa, a 20€ los haras quc trabaja cn la ascsoria y a 25€ las
horas que imparte clases en la academia. Expresar matricialmente los ingresos diarios.

2 — (2 puntos) Un fabricante de regalos quicre incorporar a su catilogo espejos cuadrangulares de bolsillo de
perimetro 24. Hallar la superficie del espejo. ( La superficie abtenida es minima o maxima?

3 — (2 puntos) Encontrar la funcidn cuya scgunda derivada ¢s 4x, y cuya grafica presenta un maximo cn ¢l
punto (1, 2).

4 — (3 puntos} Si A y B son succsos tales que P(B/A) = %, P(A/B) = i y P(A) = %. Calcular:
a) P(AURB)
b) P(A°/B%)
¢) ;8¢ verifica P(A/B) + P(A/BY) = 17 Justificar la respucsta,

1 — (2 puntos)} Sc va a poncr cn marcha una nueva cadena de tv, que emitird unas cuantas horas al dia. Su
programacion consistira en dibujos, peliculas y noticias. Se quiere que el 60% de las horas de emision de
dibujos mas ¢l 50% de las horas de emigion de peliculas scan ¢l 30% dcl total de horas de cnmision, Asimismo
se quiere que el 20% de las horas de emision de dibujos mas el 60% de las horas de emision de peliculas mas
¢l 60% de horas de emision de noticias representen la mitad de las horas de emision. Finalmente se quicre
cmitir | hora més de peliculas que de dibujos cada dia. ;Cudntas horas diarias dc cmisién habrd?; Cémo s
distribuyen las horas de emision por tpo de programacion?

2 — (2 puntos) Dadas las matrices:

iy, — oy e 5 i 2”3
A=y 1)'8_(x o)yc‘("s 10)
a) Encucntre ¢l valor de x, tal quc B = A
b)Y Encuentre el valor de %, tal que A+ B + C = 11 -1, siendo 1, la matriz identidad de orden 2

~

3 (3 puntos) Una compatiia teenoldgica predice los beneticios futuros mediante la funcion
4t
B{t) =

242
a) ;Cudl ¢s ¢l beneficio en los aflos 1y 57 ¢ En qué momento deja de tener pérdidas la compaiiia?,

by ;Hacia que valor tiende el beneficio?.

— 3, cn millones de curos.,

4 — (3 puntos) Un club deportive va a presentarse a una competicion cn la que se clasificard para la siguiente
fase si lu puntuacion media obtenida por los deportistas es superior a 24 puntos. La distribucion de los puntos
ablenidos por los equipos sigue una disteibucion normal de media 25 con una desviacidn tpica de 3 puntos.
Los equipos pueden estar formados por 13 o 25 deportistas. ; Qué tamafio de equipo llevara el entrenador a la
competicion? Justifica la respucsta.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.
OPCION A
1 (3 puntos) En un restaurante hacen pedidos al distribuidor de leche v agua de forma online y sc abtiene un
10% de descuento en la leche y un 12,5% en el agua, Al hacer un pedido de 200 litros de leche y 480 botellines
de agua sc han de pagar 348€ y sc ahorran 44€. Calcular los precios originales de los productos y ¢l precio

unitario pagado por cada uno.
NOTA: Usar Gauss o cdlculo matricial en la resolucion del problema

2 — (2 puntos) Una empresa de desarrollo de videojuegos estima que sus ganancias durante los proximos afios
—75.000 + 125.000¢

=, donde la variable t = 1,2,3,4,5,... representa ¢l tiempo en

seguiran la formula g (t) =
afios medido a partir del presente.
a) Determine si las ganancias aumentan e disminuyen con cl paso del tiempe. Razonar la respuesta.

b) ;Se estabilizan las ganancias cuando t crece? ;llacia qué valor? Razone la respuesta.

3 - (2 puntos) Encontrar la funcion cuya segunda derivada es 2x, v cuya grafica presenta un minimo en el
punto (-2, 8).

4 — (3 puntos) En tres bolsas de lona numeradas tenemos repartidas bolas de colores de la siguiente forma: La
primera bolsa tiene 5 bolas rojas v 2 blancas, la scgunda conticne 3 bolas rojas v | blanca y la tereera tiene 2
bolas rojas y 7 blancas.
a) Escogemos una bolsa al azar y extraemos una bola. Si la bola ha side roja ;cual es la probabilidad de
haber sido extraida de la 1" bolsa?
b) Cudl es la probabilidad de que al extraer dos bolas consecutivamente v con reemplazamiento, estas sean
blancas?

OPCION B
1 — (2 puntos) Diana y Beatriz van a comprar discos y peliculas, Diana compra | pelicula y 2 discos de misica.
Beatriz compra 2 peliculas ¥ 3 discos.
a} Escriba la matriz 2 por 2 que expresa ¢l numero de discos y peliculas comprados por cada una.
b)  Sihan gastado 42 y 72 euros respectivamente calcular el precio de las peliculas v de los discos.
Nota: Resolver por el método de Gauss o por algin otro métedo matricial {Cramer o matriz inversa).

2 — (2 puntos) Calcule todos los productos posiblcs de dos factores con las matrices:

2 0 =
421 2 N1 1 =
’1_(3 1 —1) B= (- C‘(zl g)
201 -

-2

x4 F ..
3 — (3 puntos) Dada la funcién f(x) = —+2x+ é hallar la ccuacion de la recta tangente que pasa por ¢l

punto de inflexion.

4 — (3 puntos) Se estad estudiando ¢l aumento de nifios entre 6 y 12 afios que presentan problemas de déficit
dc atencion (TDA).para conocer la probabilidad de que un cscolar clegido al azar presentc TDA. En una
mugestra de 100 escolares se ha comprobado que 6 de ellos manifiestan este problema,
a} Determinar un intervalo de confianza al 95% para lu probabilidad pedida.
b) ;Cudantos escolares se deberiun estudiar para que, con probabilidad 0°93, el error maximo en la estimacién
de la proporeion de nifos con TDA del 07017
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A
1 — (2 puntos) Un economista trabaja en una empresa de lunes a viernes de 9 a 13 horas. Por las tardes colabora
¢n una ascsoria log luncs v los midreeles de 16 a 19 horas, ¢ imparte ¢lases ¢n una academia los martes y los
jucves de 17 a 19 horas.
a) Planificar matricialmente las horas de trabajo semanales diferenciando por dias y trabajos.
by Le pagan a 15€ las horas que trabaja en la empresa, a 20€ los haras quc trabaja cn la ascsoria y a 25€ las
horas que imparte clases en la academia. Expresar matricialmente los ingresos diarios.

2 — (2 puntos) Dadas las matrices:

= (50020 v e=( )

a) Encucntre ¢l valordex, tal que B2 = A
1) Encucntre ¢l valor de x, tal qug A + B+ C = 11 - 1,, sicndo 1, la marriz identidad de orden 2

3 — (3 puntos) Una compafita teenoldyica predice los beneficios futuros mediante la funcidn

442
B(t-} - tI+2
a) ;Cudl es el beneficio en los anos 1 y 57 (En qué momente deja de tencr pérdidas la companiia?.

b) ;Hacia qué valor tiendc ¢l beneficio?,

— 3, en mullones de curos.

4 (3 puntos) Un club deportive va a presentarse a una competicion cn la que s¢ clasificard para la siguiente
fase si la puntuacion media obtenida por los deportistas es superior a 24 puntos. La distribucion de los puntos
abtenidos por los equipos sigue una distribucion normal de media 25 con una desviacién tipica de 5 puntos.
Los cquipos pucden cstar formados por 15 o 25 deportistas, [ Qud tamafio de equipo llevara ¢l entrenador a la
competicion? Justifica la respuesta.

OPCION B

1 = (3 puntos)} Sc va a poner cn marcha una nucva cadena de Lv, que emilitd unas cuantas horas al dia. Su
programacion consistird en dibujos, peliculas vy noticias. Se quiere que el 60% de las horas de emision de
dibujos mas ¢l 30% de las horas de emisidn de peliculas scan el 30% del total de horas de emision. Asimismo
s¢ quicre que ¢l 20% de las horas de cmision de dibujos mas cl 60% de las horas de cmision de peliculas mas
¢l 60% dc horas de cmision do noticias representen la mitad de Jas horas de cmision, Finalmente se quicre
emitir 1 hora mas de peliculas que de dibujos cada dia. Cuantas horas diarias de emisién habra?; Cémo se
distribuyen las horas de emision por tipo de programacion?

2 (3 puntos) Un fabricantc de regalos quicre incorporar a su catalogo ¢spejos cuadrangulares de bolsillo de
perimetro 24, Hallar la superficic del espejo. (La superficic obtenida ¢x minima o maxima?

3 — (2 puntos) Si A y B son sucesos tales que P(B/A) = é P(A/R) = ﬁy P{A) = i
Calcular;
a) P(AUB)

by ;Se verifica P(A/B) + P(A/B®) = 17 Justificar la respuesta.
4 — (2 puntos) En una determinada ciudad espafiola la temperatura maxima durante ¢l mes de junio se
distribuyc como una normal con media 23° y desviacion tipica 5° Caleule ¢l nimere de dias del mes on los

que sc capera que la temperatura esté comprendida entre 217y 277,
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.
OPCION A
1 (2 puntos) En un restaurante hacen pedidos al distribuidor de leche v agua de forma online y s¢ obtieng un
10% de descuento en la leche y un 12,5% en el agua, Al hacer un pedido de 200 litros de leche y 480 botellines
de agua sc han de pagar 348€ y sc ahorran 44€. Calcular los precios originales de los productos y ¢l precio
unitario pagado por cada uno.
NOTA: Usar Gauss o cdlculo matricial en la resolucion del problema

2 — (2 puntos) Calcule todos los productos posibles de dos factores con las matrices:
2 0

1 1
_ {2 Lg#? _ | T il =
A=(3 1 5) B={ 70 C—(_Zl g)
21
o .
3 — (3 puntos) Dada la funciém f(x) = Zx + 2x + § hallar la ccuacién de la recia langente que pasa por ¢l

punto de inflexion.

4 — (3 puntos) Se estd estudiando el aumento de nifios entre 6 y 12 afios que presentan problemas de deficit
de alencion (TDA).para conocer la probabilidad de que un escolar clegido al azar presente TDA. En una
mugcstra de 100 cscolares s¢ ha comprobado que 6 de cllos manificstan cxte problema.
a) Determinar un intervalo de confianza al 95% para la probabilidad pedida.
b) ;Cuantos cscolares sc deberian estudiar para que. con probabilidad 0°93. ¢l crror maxime ¢n la estimacion
dc la proporeion de nifios con TDA del 07017

1 — (3 puntos) Diana y Beatriz van a comprar discos y peliculas. Diana compra | pelicula y 2 discos de misica.
Beatriz compra 2 peliculas ¥ 3 discos.

a) Escriba la matniz 2 por 2 que expresa ¢l numere de discos y peliculas comprados por cada una,

by Si han gastado 42 v 72 euros respectivamente calcular el precio de las peliculas v de los discos.

Nota: Resolver por ¢l mélodo de Gauss o por algin olro método matricial (Cramer o malriz inversa).

2 — (3 puntos) Una empresa de desarrallo de videojucgos estima que sus gananeias durante los proximes afos
-75.000 + 123.000¢

S, donde la variable ¢t = 1,2,3,4,5,.. representa ¢l ticmpo ¢n

scguiran la formula g (¢) =
afios medido a partir del presente.
a) Halle las ganancias correspondientes a los afios primero y cuarto.
b) Determine si las ganancias aumentan o disminuyen con el paso del tiempo. Razonar la respuesta.
¢} (5c estabilizan las ganancias cuando t crece? ;Hacia qué valor? Razone la respuesta.

3 — {2 puntos) En tres bolsas de lona numeradas tenemos repartidas bolas de colores de la siguiente forma: Ta
primera bolsa tiene 5 bolas rojas v 2 blancas, la segunda contiene 3 bolas rojas v 1 blanca y la tercera tiene 2
bolas rojas y 7 blancas,
a} Escogemos una bolsa al azar y extraemos una bola. 5i la bola ha sido roja ;cudl es la probabilidad de
haber sido extraida de la [* bolsa?
b) Cudl es la probabilidad de que al extraer dos bolas consecutivamente y con reemplazamiento, estas sean
blancas?

4 — (2 puntos) La altura de los futbolistas do un club deportivo se distribuye normalmente con una media de
180cm y desviacion tipica de [Ocm,

ay Calcular 1a probabilidad de que Tos futbolistas midan mas dc 190cm.,

b) Calcular la probabilidad de que los futbolistas midan méas de [ 70cm.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen presenta dos opeiones A y B. Bl alumno deberd clegir una de cllas. Estd
permitide ¢l uso de calculadora no grafica ni programable.

OPCION A

1 - (3 puntos) S¢ va a poner on marcha una nucva cadena de tv, que emitird unas cuantas horas al dia. Su
programacion consistira cn dibujos, peliculas v noticias. Sc quicre que ol 60% de las horas de cmision do
dibujos mas el 504 de las horas de emisién de peliculas sean el 30% del total de horas de emision. Asimismo
8¢ quicre que ¢l 20% de las horas de emision de dibujos mas ol 609 de las horas de emisidn de peliculas mis
el 60% de horas de emision de noticias representen la mitad de las horas de emision. Finalmente se quiere
emilir 1 hora més de peliculas que de dibujos cada dia. ;Cudntas horas diarias de emision habra?; Como se
distribuycn las horas dc emisidn por tipo de programacidn?

2 — (3 puntos) Un fabricante de regalos quiers incorporar a su catilogo espejos cuadrangulares de bolsillo de
perimetro 24. Hallar la superficic del espejo. (La superficie obtenida es minima o mdxima?

3 — (2 puntos) Si A v B son sucesos tales que P(B/A) =§ , P(A/B) = i v P(A) = %. Calcular:
a) P(AUB)
b)Y ;Scverifica P(A/BY + P(A/BS) = 17 Justificar 1a respuesta,

4 — {2 puntos) En una dcterminada ciudad cspafola la temperatura maxima durante ¢l mes de junio sc

P I P J
distribuye como una normal con media 23° y desviacion tipica 5°. Calcule el numero de dias del mes en los
que se espera que la lemperatura esté comprendida enteg 21° y 279

OPCION B

1 - (3 puntos) Un economista irabaja en una empresa de lunes a viernes de 9a 13 horas. Por las tardes colabora
¢n und asesoria los lunes y los midrcoles de 16 a 19 horas, ¢ imparte ¢lases ¢n una academia los martey v los
jueves de 17 a 19 horas.
a) Planificar matricialmente las horas de trabajo semanales diferenciando por dias y trabajos.
b) Le pagan a 15€ las horas que trabaja ¢n la cmpresa, a 20€ los horas que trabaja cn la ascsoria y a 25€ las
horas que imparte clases en la academia. Expresar matricialmente los ingresos diarios.

2 — (2 puntos) Una compafiia tecnoldgica predice los beneficios futuros mediante la funcion

B(C)Z 42

242
a) . Cudl ¢s ¢l beneficio on los anes 1y 5% Fn qué momento deja de tener pérdidas la compaiiia?,

— 3, en millones de euros.

) ;Hacia qué valor tiende el beneficio?.

3 — (2 puntos) Encontrar la funciéon cuya segunda derivada es 4x, y cuva grafica presenta un maximo en el
punto (1, 2).

4 — (3 puntos) Un ¢lub deportive va a presentarse a una competicion cn la que s clasificard para la siguicnte
fuse si lu puntuacion media obtenida por los depertistas es superior a 24 puntos. La distribucion de los puntos
ablenidos por los equipos sigue una distribucion normal de media 25 con una desviacidn lipica de 3 puntos.
Los cquipos pucden estar formados por 15 o 25 deportistas. ;Qué tamafio de cquipo llevard ¢l entrenador a la
competicion? Justifica la respucsta.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA

Matematicas

Prueba de Acceso a la Universidad

Curso 2016-17 Examen tipo: A

Instrucciones

= La duracion total de la prueba es de 90 minutos.

= Se permite el uso de calculadoras no programables ni graficas.

= No se permite el uso de ordenadores personales ni aparatos etaxgrd@aicomunicacion.

= La prueba consta de dos partes: dos problemas y diez preguntas de test.

= La parte de preguntas de test se respondera en la hoja de respuestesrmgpana al enunciado.
= La parte de problemas se respondera en hojas aparte.

= Ambas partes se cumplimentaran con boligrafo y se entregarahiagieamente.
Criterios de evaluacion

= Cada problema se puntla entre 0y 2,5 puntos.
= Cada pregunta de test puntta de la forma siguiente:

e Unarespuestaorrectasuma0,5 puntos.

e Unarespuestincorrectagnblancoo conmasdeunamarcani sumani resta,esdecir,se
valora conceropuntos.

e LapartedepreguntagletestsevaloraentreQy 5 puntos.

Nota: en el curso 2016/2017 excepcionalmente no se aplicara la penalizacion por fallos
en las respuestas tipo test de aquellos examenes que contengan un bloque de
preguntas objetivas

Matematicas Curs@016-17 Examen tipoA pg. 1.
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Matematicas

Prueba de Acceso a la Universidad

Curso 2016-17 Examen tipo: A

Problemas

Problema 1 (2,5 puntos)
Se desea recargar el cajero de un banco con billetes de 10, 20 y 50 euros. Por cada 5 billetes de 50 se
de introducir 1 de 20, mientras que por cada 2 billetes de 20 se han de introducir 3 de 10.

= Plantear un sistema de ecuaciones para determinar la propoect@ud una de las denominaciones
de billetes que hay introducir en el cajero.

= Resolver el sistema mediante la regla de Cramer.
= Si el importe total en euros de todos los billetes ha de ser 28508 gurtanto billetes de cada

denominacion hay que introducir en el cajero?

Problema 2 (2,5 puntos)
Los beneficios netos de una empresa, en millones de euros, se pueden aproximar mediante la expres

(1) = 30t — 60
By

dondet > O representa los afios de vida de la empresa.
= Explicar razonadamente a partir de qué aino la empresa obtieafdi@nnetos no negativos.

= ¢ Pueden crecer indefinidamente los beneficios netos de la empresiéda oue transcurre el tiem-
pot? En caso afirmativo, justificarlo formalmente. En caso negativo, determinar un valor que limite
superiormente dichos beneficios netos.

Matematicas Curs@016-17 Examen tipoA pg. 2.
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Matemdaticas
Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2016-17

Examen tipo: A

Preguntas de test

2 -2 2
1. SealamatrizZA=| 2 1 0 | yseaA~lsu
3 -2 2

matriz inversa. Entonces el elemeto de la se-
gunda fila y segunda columna de la matriz inversa
Ales

a) 0.
b) -1.
c) 1.
. F 1
2. Sea la matriA = V& . Entonces
4 1
2 _
a) A= ( 1 9)
4/
2 _
b) A = ( Al 9>
3 B5
2 _|
° A3 ( -5 8>
AR By W
3. El valor delxllinwm esiguda
a) 1.
b) O.
c) 1/2.

5
4. Laintegral /3 j cogx) dx vale
a) 0. e
b) -1.
c) 2.

5. El vector director de la recta

r=x=2t+1, y=3t—-1, z=t—-7

es el vector
a) (1,-1,-7).
b) (2,3,1).
c) (3,2,-6).

Matematicas Curs@016-17

6. Los planos

52=-4
1

a

B

a) se cortan en una recta.

X+ Yy —
—3Xx — 3y + 152 =

b) son paralelos.
C) son coincidentes.

7. La distancia del puntd = (1,2,5) al plano
a=2x+2y-z—-5=0
vale
a) 5/3.
B 2/
c) 4/3.
8. Si Ay B son sucesos de un espacio de proba-
bilidad, la afirmaciorP(AUB) = P(A) + P(B) es

correcta
a) siAy B son sucesos disjuntos.

b) siAy B son sucesos independientes.
c) paracualquier par de sucesvoy B.
9. Si Ay B son sucesos tales qiA) = 0,3 y

P(B|A) = 0,45, entonceR(ANB) vale
a) 0,135.

b) 0,15.

o
10. Una poblacion esta compuesta en un 60% de
mujeres. El 14% de las mujeres y el 22% de los
hombres son fumadores. Si una persona elegida al

azar fuma, la probabilidad de que sea una mujer es
a) 0,342.

b) 0,488.
c) 0,556.

Examen tipoA pg. 3.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de dos partes, una de desarrollo y otra de tipo test. Las respuestas
correctas del test se puntuan con 0’5 puntos. No se penaliza por preguntas en blanco o incorrectas. Esta permitido el
uso de calculadora no grafica ni programable.

PROBLEMA 1

(2’5 puntos) Dado el problema de programacion lineal: . maximizar z = 3x + 5y
(x+y=2
xXt+y=-2
con las restricciones 4 x gy <2 Se pide:
Vs 2

kszQ y=0
a) Represente la region factible.
b) ¢En qué punto se alcanza el maximo y cuanto vale?

PROBLEMA 2

(2’5 puntos) La variacion, en céntimos de euro, de la cotizacion bursatil de las acciones de una empresa sigue la
funcion V(t) = t3 — 12t2 + 45t, en la sesion del dia entre las 09:00 y las 17:00 horas (0 < t < 8).
a) ¢Cual hasido la variacion al cerrar la sesion? ¢ Cual ha sido la cotizacion final sabiendo que ayer cotizaba
a 30€?
b) Hallar los intervalos horarios en que la variacion ha crecido y aquellos en que ha decrecido, asi como los
extremos relativos, y la variacion en esos momentos.

CUESTIONES
2
1. Dadas las matricesA = (212) yB = <1> el producto A X B es igual a:
i
a) (4 2 4) 4
b) 9 ")y
4

3x+2 xX—4
=
x—1 74+2x

2. Determinar si los valores x = 2 'y x = 0 son soluciones de la inecuacion

a) Ambos valores son solucién de la inecuacion.
b) Ninguno de los dos valores es solucién.
c) x = 2 essoluciény x = 0 no es solucion.

3. Una entidad bancaria predice los beneficios futuros, en miles de millones de euros, mediante la funcién

Bt—St 2
()_t+3

donde t son los afos ¢Hacia qué valor tiende el beneficio?
a) 5000 millones de euros.
b) Con la informacion suministrada no se puede saber.

i UNED. Matematicas. 219
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4. Calcular la derivada de la funcion f(x) = 1/x*

a) — 4 c) No se puede calcular la derivada de la
x> funcion
1
4x3

5. Se tiran dos dados y la suma es 6, ¢cual es la probabilidad de que al menos haya salido un 1?
a) Nunca puede salirun 1 c) Mg
b) 1/5

6. EIl tiempo de espera en una atraccion de feria es una variable aleatoria normal de media 10 minutos y
desviacion tipica 2 minutos. ¢Cual es la distribucion de la media muestral, al tomar muestras aleatorias de
64 clientes?
a) No es posible determinar la distribucion de la media muestral
b) N(10; 2)
c) N(10; 0,25)

7. Eltiempo de vida de unos motores industriales se distribuyen normalmente con una desviacion tipica de
2000 horas. Calcular el tamafio minimo de la muestra, si se admite un error maximo de 500 horas con un
grado de confianza del 95%.

a) 50 b) 56 c) 62

8. En un estadio se hace una encuesta sobre la marcha del equipo local. Se pregunta a 600 aficionados y 225
contestan que la marcha no es buena. Obtener con un nivel de significacion del 5% un intervalo de
confianza para la proporcion de aficionados que piensan que el equipo esté mal.

a) (0,336; 0414) b) (0;0,336) c) (0,414; 0,741)

Sean Ay B dos sucesos de un espacio de sucesos S, tales que: P(A) = E P(B) = éy P(AUB) = % Se pide:
9. Podeos afirmar que:
a) P(AnB):% b) P(AnB)=% 0) P(AnB)=%
10. Podeos afirmar que:
a) P(A¢ nBS) = 1—: b) P(A N BE) = E c) P(A¢ N BS) = §
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Matematicas (PCE 100
PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD ‘ 03
03 1 00825 Junio - 2017 Duracion: 90 min. EXAMEN: Tipo - MODELO 03
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA

Matematicas
Prueba de competencia especifica
Curso 2016-17

Examen tipo C

Instrucciones

= El examen se presentaen espaiiol e inglés;
pero debe responderse exclusivamente en
espaiol.

= La duracién total del examen es de 90 minu-
tos.

= Se permite el uso de calculadoras no progra-
mables:

= No se permite el uso de ordenaderes perso-
nales ni aparatos eleetrénicos de comunica-
cién.

= El examen consta de dos partes: dos proble-
mas y dicz preguntas de test.

= Lasrespuestas de las preguntas de test se de-
berdn marcar cn la hoja de respuestas que
acompaiia al enunciado.

= La parte de problemas se respondera en
hojas aparte.

= Ambas partes sc cumplimentardn con
boligratoy se entregardn simultdncamente.

Criterios de evaluacion

= Cada problema se puntda entre Oy 2,5
pun-tos.

= Cada pregunta de test puntia de la forma.si-
suiente:

e Una respuesta correcta suma 0,5
puntos.

Matemiticas  Curso 2016-17

Guidelines

The exam is presented in Spanish and En-
glish, but must be answered exclusively in

Spanish.

The duration of the exam is 90 minutes.

The use of non-programmable calculator is
permited.

The use of laptops or any other clectronic
communication deviees is not permited.

The exam has two parts: two problems and
ten test questions.

The answers to the test questions should be
marked on the answer sheet that accompa-

nies the statement.

The problem part will be answered on se-
parate sheets.

Both parts will be completed with-pen and
mustbe given togheter at the end ol exam.

Evaluation criteria

Each problem will be valued between 0 and
2.5 points.

Each test question will be valued as follow:

e A correct answer adds ().5 points.

ExamentipoC  pg. I.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA
Matemdaticas
Prueba de competencia especifica
Curso 2016-17
Examen tipo C

Problemas

Problema 1 (2,5 puntos)

Dada la funcién .~ f(X) =e 2

Calcular su dominio.

Estudiar las asintotas.

Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Hallar los méximos y minimos relativos.

Determinarlos puntos de inflexi6n.

Problema 2 (2,5 puntos)

Una bolsa conticne 6 bolas de golf, de las cuales 3 son rojas, 2 blancas y 1 amarilla. Se extraen conse-
cutivamente 3 bolas al azar.

= Calcular la probabilidad deque la primera sea roja, la segunda sea blanca y la tercera no sea amarilla,
sien cada extraceidén no se repenen las bolas en la bolsa,

» Calculardicha probabilidad, si en cada extraceién se reponencen la bolsa.

Matemiticas  Curso 2016-17 : Examen tipo C pg. 2.
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Matemdticas
Prueba de competencia especifica
Curso 2016-17

Examen fipo C

Preguntas de test

b3

1. Sea la matriz A = ( 1 _11 ) . Entonces la

N e 4T
ok ( L3 2/3)

” A_IZ( 1/3 —1/3)

—-1/3 %/3
8 1/3 —1/3
; 4 5 ;
<1 “(1./3 2/3 )
8 (080
2.LamatizA={ 2 1 0 | tiene fango
im0 OW0
a) 1.
b) 2.
e 3.

3. Un comerciante compra un articulo por 1 eu-
ro. Si deseaobtener una gananciaigual al 20 % del
precio de venta, entonces el precio al que debe ven-
der el articulo es

a) 1,20 euros,

b) 1,25 euros,

¢) 1,30 euros,

Yl ox 41 ;
; alordel lim —————— €5 E
4, El valor de .‘____}}1_1}1 Gy ——— es igual a
a) 1.
b) 4o,
c) 0.

5. La integral f x € dx esiguala
g
a)

b)

J‘ll E"‘&_ "“‘]R’ia ““I

<)

Matemiticas  Curso 2016-17

6. El dreade la regién limitada por las funciones
¥ 2, Ly = tilé
a)

b)
<)

l"' e -b_-'lt-'

L

7. Dados los .puntos A(2,0,0), B(1,-2,0),
0, 1.2). Ejl"punto.D{x,y, 7) paraque AB sea equi-
polente a CD es

a) (1,3.2)

b) (1-1,2).

¢) (-1,-1,2)

8. La recta que pasa por el punto A(1,3,5) y es
perpendicular a los vectores # = (0,2,3) ¥

9. La ecuacidn del plano que contiene a los puntos
A(2,0.1),8(1,1,2) y 6(3,1,0) es

R
by x—z=0.
¢) x+z=2.

10. S1 A y B son sucesos de un espacio de probabi-
lidad, siempre se verifica

a) P(AUB)+P(ANB) = P(A)+P(B).

b) P(AUB) = P(A) +P(B).

c) P(ANB) =P(A)-P(B).

Examentipo C  pg. 3.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA
Mathematics
Specific Competency Exam
Year 2016-17
Exam Type C

Problems

Problem 1 (2.5 points)

. ; " all (3=1)2
Given the function f(x)=¢ 2

= Calculate your domain.

Study the asymptotes.

Determine the increase and decrease intervals.

Find the relative maximums and minimums.

Determine the turning points.

Problem 2 (2,5 points)

A bag contains 6 golf balls, of which 3 are red, 2 white and 1 yellow. 3 random balls are extracted

consceutively,

= Calculate the probability that the first one is red, the second is white and the third is not yellow, if in

each extraction the balls are not replenished in the bag.

= Calculate this probability, if in each extragtion they are replenished in the bag.

Mathematics  Year 2016-17

Exam Type C  pg. 4.
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Mathematics
Specific Competency Exam
Year 2016-17
Exam Type C
Test Questions
1. Give . 2= s 6. The area of the region limited by functions
. Given the matrix A = > . Then the y L2 N — i cqual to
inverse matrix A1 is a) 4.
o
o A N 1/3 b) 3.
AW 2/3 ) 15
b) A7! :( _1]/ /;?3 _21/{; ‘ ) 7. Given the points “A(2,0,0)y A(1,~2,0) and
. C(0,1,2). The point D{x.y,z) for that AB be equi-
¢) ATl = /3 <1/3 pollent tofﬁ is
1/99 /8 .
a) (1,3.2)
b) {1,-1.2).
30 0 J-1,2)
2. ThematrixA=| 2 1 0 | hasrank €) (1.-1.2)
3 1 B 8. The line passing through the point A(1,3,5) and
- is perpendicular to the vectors @ = (0,2,3) and
b) 2. v=(1,4,0) is
) 3. 8) 53 =Y i
: T
3. A merchant buys an article for 1 euro. If he b) = =5 =5
wants to make a prefit equal to 20% of the sales gl . =
price, then the price at which the article is to be &3 e —
sold is 9. The equation of the plane confaining the points
a) 1,20 euros. A(2,0,1),8(1,1,2) and C(3, 1,0) is
b) 1,25 euros. a) x-+z==8
¢) 1,30 euros. b) x—2=06.
7=2
4. Thevalueof Tim — S TL i —
e rl>m| JRCI: £ e p——T PSS 10. If A and Bare events of a probability space, it
a) 1. is always verified
BY o8 a) P(AUB) +P(ANB) = P(A) +P(B).
¢) 0, b) P(AUB) = P(A) + P(B).

, ) P(ANB) = P(A)-P(B).
5. The integral f x e" dx isequalto

a)
b)

¢)

LI""“ 1.)|I::’«I_a f_.:l w-g

Mathematics  Year 2016-17 Exam Type C  pg. 5.
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Matematicas
Prueba de competencia especifica
Curso 2016-17
Examen tipo L
Instrucciones Guidelines

= El examen se presenta en espaiiol e inglés,
pero debe responderse exclusivamente en
espanol.

s [a duracidn total del examen es-de 90 minu-
tos.

= Se permite el uso.de calculadoras no progra-
mables.

= No se permite el uso de ordenadores perso-
nales ni aparatos electrénicos de comunica-
cién.

= El examen consta de dos partes: dos proble-

mas y diez preguntas de test.

= Lasrespuestas de las preguntas de test se de-
berdn marcar en la hoja de respuestas que
acompaiia al enunciado.

= La parte de problemas se respondera en
hojas aparte,

s Ambas partes se cumplimentardn con
boligrato y se entregardn simultdneamente.

Criterios de evaluacion

s Cada problema se puntia entre 0 y 2,5 pun-
tos.

= Cada pregunta de test puntia de la forma si-
guiente:

e Una respuesta correcta suma (),5 pun-
tos.

Matemdticas  Curso 2016-17

The exam is presented in Spanish and En-
glish, but must be answered exclusively in
Spanish.

The duration of the exam is 90 minutes.

The use of non-programmable caleulator is
permited.

The use of laptops or any other electronic
communication devices is not permited.

The exam has two parts: two problems and
ten test questions.

The answers to the test questions should be
marked on the answer sheet that accompa-
nies the statement.

The problem part will be answered on se-
parate sheets.

Both parts will be completed with pen and
must be given togheter at the end of exam.

Evaluation criteria

Each problem will be valued between 0 and
2.5 points.

Each test question will be valued as follow:

o A correct answer adds ().5 points.

Examentipol. pg. L
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Matemdaticas
Prueba de competencia especifica
Curso 2016-17
Examen fipo L

Problemas

Problema 1 (2,5 puntos)

Se han comprado tres productes A, B y C.Sin tener en cuentael IVA, el producto C vale 360 euros menos
que la suma de lo'que cuestan A y B conjuntamente, mientras que ¢l importe total de los tres productos
asciende a.800 euros. El productoA pagaun IVA del 6%, el producto B'del 12% y el produeto C del 30%.
La factura total con IVA importa 917,60 euros.

» Plantear un sistema de ecuaciones para calenlar lacantidad, sin 1VA, que cuesta cada producto,

= Resolver el sistema por el método de Cramer.

Problema 2 (2,5 puntos)

Se desea construir una yentana rectangular rematada en la parte superior por un tridngulo equildtero, tal
como se muestraen la figura. El perimetro total de la ventana completa ha de ser 9 m. ;Qué tamafio tiene
que tener la base de la ventana para que su superficie sea maxima?

base ventana

Matemdticas  Curso 2016-17 ExamentipoL pg. 2.
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I Calculadora no programable
Matemdticas
Prueba de competencia especifica

Curso 2016-17

Examen fipo L

Preguntas de fest

1. Sea la matriz A =

matriz inversa A~! es

; _l_ 2 _l
d)A —-—(_1 1)
g [ 2}

b) A _(I l)

T AT
e “(12)

2. Se consideran las matrices

1 2 g |
A< 2% B:(_] _21)
45
Lasegunda fila de la matriz producto A - Bes
a) (-1 6.

b) (-1 3),
c) (1 4.

3. El valor del lim
X=H

01— +yx+1
a) (.

b -1.

e -2,

es igual a

1x
4. La integral / - (——, dx, donde In es el loga-
Jo 1+¢*

ritmo neperiano, es igual a

a) In(1+e).
b) In(5).
¢) lll(lge).

5. El drea limitada por la curva y = 2. +5x— 3, y

larecta y=3x+1 vale
a) 9,
b) 18.
e) 24,

Matemadticas  Curso 2016-17

) . Entonces la

6. La ecuacion de la recta que pasa por los puntos
A(3,2,1) y'B(4,1,5) es
a) lT—I,:”_ —r=2 _ -l

= PR
X e S
i) {4};—:.—11:_{)

A)dxwmz) = (3,.2,1)%204,1,5).

7. Los o @ m=-2x—-3n+4z—6=0
« 05 PNy m= 4dx+6yp=8-5=0
son

a) secantes.
b) paralelos.
¢) coincidentes.
8. La distancia del punto A(1,3,0) al plano

T=4x—y+3z—2=0 vale
.a)

|~

2

on

.

b)
¢)

a2
o

V26"

9. Si A y B son sucesos de un espacio de probabili-
dad, P(A) =4 y P(ANB) = &, entonees P(B|A)
es igual a

a) 1/3.

b) 1/6.

e)-112.
10. Regularmente, el 37% de la poblacién va al ci-
ne, el 11% al teatro y el 6% a ambas cosas. La
proporcion de personas que asisten regularmente a
uno u otro tipo de espectdculo es

a) 0,42

b) 0.48.
¢) 0,54.

ExamentipoL pg. 3.
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Mathematics
Specific Competency Exam
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Exam Type L

Problem 1 (2,5 poinis)

Problems

Three products have been purchased A,-By C. Without taking into account the VAT, the product C is
360 euros less thanthe' sum of what they.cost A and B together, while the total amount of the three products
amounts t0 800 euros. The produet A pays 6% of VAT, the product B of 12 % and the product C of 30 %.
The totalinvoice with VAT imports 917.60 euros.

= Propose a system of equations to ealculate the amount, without VAT, that each product costs.

= Solve the system by the Cramer method.

Problem 2 (2,5 points)

It is desired to construct a rectangular window topped by an equilateral triangle, as shown in the figure.
The total perimeter of the complete window must be 9 m. What size does the base of the window have to
be so that its surface is maximum?

Mathematics  Year 2016-17

base window

Exam Type L pg. 4.
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Test Questions
) ; | 6. The equalion of the line passing through points
1. Given the matrix A = 1 2.4 Then the A(3,2, andB 4,1,5) is
inverse matrix A~ is Q) = : == Tl
’ 2 -1 e~ lap
Mﬂl:(_ll) m{%—;—nzo

—_—

| - 1
of-(:1)
s -()

2. Are considered the matrices

} -2
A= (N2 9 B:(i j)
45
The second row of the product matrix A - B is
a) (-1 6).
b) (-1 3)
c) (1 4).
X
. The vz i ——— 8 equs
3. The value Ofalfi}})] —\/-\‘-1-—1!‘; equal to
a) 0.
b) -1.
c) -2

.y

'l
4, The integral / - dx_, where In is the lo=
‘ Jo 1+ef
garithm neperian, is equal to
a) In(1-+e).

b) In(£).
¢) In(Ht

7).

5. The area limited by the curve y = 2x* 4 5x— 3,

and the straight line y = 3x+ 1 is equal to
a) 9.

b) 18.
c) 27.

Mathematics  Year 2016-17

o)) = (3,2,1%714,1,5).

—2x—=3v+4z-6=0

7. The planes {JT:E 4+ 6y~ 8z —5=0

are
a) secants,

b) parallels.

¢) coincidents.

8. The distance from the point A(1,3,0) to the pla-
ner=4x—y+4+3z—2=1(0 isworth

Bl
b)
c)

w one
=Y

<.
2

=

i

"

9. If A and B are events of a probability space,
P(A) = { and P(ANB) = §, then P(B|A) is equal
to

a) 1/3.

b) 1/6.

)=t
10. Regularly, the 37 % of the population goes to
the cinema, 11 % to the theater and 6% a both. The
proportion of people who regularly attend one or

other type of show is
a) 0,42.

b) 0,48.
c) 0,54.

Exam Type L pg. 3.
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE EDUCACION A DISTANCIA

Prueba de Competencia Especifica. Matematicas. Curso 2017/18.

INSTRUCCIONES

= El enunciado de la prueba se propor-
ciona en inglés y espanol. La contesta-
cion al examen ha de ser tnicamente
en espanol.

» La duracién tetal de la prueba-es'de 90 mi-
nutos.

= Se permite el uso de ealculadora neprogra-
mable ni con capaeidades graficas.

= No estd permitido el uso de ordenadores,
tablets ni ningin tipo de material electréni-
co o aparatos de comunicacion.

» La prueba consta de dos partes:

1. Diez preguntas tipo test, cada una eon
tes opciones de las que gélo una es ¢o-
rrecta.

2. Dos problemas de desarrollo.

= Las preguntas de test deben de contestarse
en la hoja de respuestas que se adjunta.

» La parte de problemas se contestara
en hojas aparte.

= Las dos partes de la pruecba.se eontestardn
con boligrafo y se entregardn conjuntaiien-
te.

PUNTUACION

» Cada problema se puntia de 0 a 2,5 pun-
tos.

= Cada pregunta del test se puntia de la for-
ma siguiente:
e La respuesta correcta suma 0, 5 puntos.

e La respuesta incorrecta resta 0, 15 pun-
tos.

e La respuesta en blanco o com maés de
una marca se valora con cero puntos.

INSTRUCTIONS

» The exam statements appear both in
English and Spanish but it has to be
answered exclusively in Spanish.

» The duration of the exam is of 90 minutes.

» Theenly calculators allowed are those non-
programable or with graphie capabilities.

= The use of computers, tablets or any ty-

pe of electronic material or communication
devices is not permitted.

= This proof consists-on two partts:
1. Ten test questions, each with three op-
tions where only one of them is correct.
2. Two problems to answer by explaining
the reasoning done.
= The answers to the test ¢uestions should
be marked on the sheet provided for this
pPUrpose.

= The problems should be answered in
separated sheets.

» Boths parts of the proof should be comple-
tedwith a pen. The sheets with the answers
must be delivered together.

SCORE

= Each problem is scored between 0 and 2.5
points.

= Bach test question is scored as follows:

e The correct answer adds 0.5 points.
e La respuesta incorrecta resta 0.15 pun-
tos.

e La respuesta en blanco o com mas de
una marca se valora con cero puntos.
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Prueba de Competencia Especifica. Matematicas. Curso 2017/18.
|[PREGUNTAS DEL TEST]| [Modelo 1-A]

1. El valor del limite
lfm rsen
z—0 log (1 + 22)

(donde log significa logaritmo nepe-

riano), es:

a) 1. b) . €) 7/2.
2. El rango de la maitiz
g 0 3
A# N 1l €s:
0 B2
a) L. b) 2. g 3.

3. El copjunto de seluciones del sistema
z+y+He =90
re —% =H0
define:

a) Un punto en el espacio.
b) Una recta, en el espacio.
c¢) Un plano.en. el espacio.

4. El coseno d dd angulo, # formado por los
vectores /lb’ y AC, determinados por los
puntos A(2,1,0), B(&0,0} T~ 1, iy
es:

1
a) cosl) = —.
) 7
1
b g ===
) cos 3
c) cosf = 0.
5. Las rectas:
r—2 y—3 z-—1
P i = ==
1 3 1
rT—2 y— k 2—32
To =
1 1 2

se cortan en un punto para el valor de k:

a) k=0 WBik=1 k=2

6. El drea del tridngulo cuyos vértices son
los puntos P = (1,2,-3),@ = (—2,1,0)
y O =(0,0,0) es:
V70 70
a) — e )
V2

7. La funcidon

ER

Me)= (z —1)2

corta al eje X en:
a) Un tnico punto.
b) Dos tinigos puntos.
¢) Tres puntes.
8. La grafica de la funcién

o
€T

&) = w17

tiene como asintota la recta:

a) =3
b) y= 2+ B
¢) y=—m+2.

9. La integral

/4
/ Zsenzdr
Jo
vale:

1 T 1 T
L5 gif-2) 4o
" ﬁ( 7 Nzl-g) @
10. Sean A y B dos sucesos de un espa-
cio muestral F, donde A y B denotan
los sucesos contrarios. Tenemos asigna-
da una probabilidad en F de modo que
P(ANB)=1/9y P(ANB) = 2/9, en-
tonces:
a) P(B|A) = 1/3.
b) P(B|A) = 2/81.
c) P(B|A) = 1/9.
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!PROBLE;\’IAS‘ Modelo I—AI

1. Estudiar la posicién relativa de los planos

7 o mr+z=1
Ty : g —z=10
gt (m+1)z+y+2zm+1

seguin los valores de m.

2. Hallar las asintotas,intervalos de crecimiento y deerecimiento de la funcién:

Hacer un eshozo de la grafica de f.
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[ TEST QUESTIONS Modelo 1-A
L

1. The limit

rsenr

6. The arca of the triangle having as ver-
tices the points P(1,2,—3),Q(—2,1,0) y

(where log means Neperian legarithm), a) V.0 b) E
is: V2 V2
a) 1. b) . &) /2. 7. Thefunction
i
2. The rank of the matrix Ma)= @1
. ? T g » intersects the OX axis in:
0 2 a) Exactly one point.
a) 1 b) 2 ¢) 3 b) Exactly two points.

¢) Thiee points.

3. The set of solutions to the linear system

defines:

a) One point in

E =0
y —% =m0

the space.

b) A line in the space.

¢) a plane in the'gpace.

8. The graph of the function

3

x
f(x) = Gy
has as asymptote the line;
(1) T =4
b= at A
C)y. = —r4 2.

4. The cosine of the angle @ between the vec- _
tors AB and FJ: defined by the poings Padihe Valug®l

A(2,1,0), B(3,0,0) and C(4;1,2)59s:

b) cosd 5
¢) cos0 = 0.

5. The lines:

/4
/ Trsenx dxr
0

s

is:

V70
C‘)T

| ™ 1
—=(1-2). n5(1-3). oo
Gﬂ) \/§ (1 4) b) 2 ( 4 C) 8
10. Let A and B be two events in a sample

space F, where A and B denote the com-
plementary events. E is assigned a pro-

z—2 y-3 z-1
! 1~ 3 1 bability such that P(A N B) = 1/9 and
- 5—2 y—k 2-2 P(AN B) =2/9, then:
TR : 7 a) P(B|A) =1/3.
intersect in one point for the value of k: b) P(B|A) = 2/81.
a) k=0. blk=1 ¢ k=2 c) P(B|A) =1/9.
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PROBLEMS

1. Study the relative position of the three planes below

—

Ml

my

in terms of the values of .

3.

T me+z=1
gy —2=10
(m+1Dz+y+2z

m—+1

2. Find the asymptotes, increasing and decreasing intervals to the function:

Sketch a graph of f.

[ Modelo 1-;\'
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INSTRUCCIONES INSTRUCTIONS

= El enunciado de la prueba se propor- » The exam statements appear both in
ciona en inglés y espanol. La contes- English and Spanish but it has to be
tacion al examen ha de ser tinicamen- answered exclusively in Spanish.

te en espanol. ) ) _
P = The duration of the exam is of 90 minutes.

» La duracidén total de la prucha es de 90

. . = The only ealculators allowed are those non-
minutos. ‘

programable ox with graphie capabilities.
= Se permite el uso de ealculadora noprogra-

mable ni con capacidades gréficas » The use of computers, tablets or any ty-

pe of electrenic material or communication
= No estd permitido el uso.de ordenado- devices is'not permitted!
res, tablets ni ningin tipo de material _
electrénico o aparatos de comunicacion. = This proof consists.on two, parts:
m [a l.)l‘ll@bﬂ- consta.-de dos l)a’rteﬁ: 1. Ten test que:-:ti(ms._ each with three op-

i : tions where only one of them is correct.
1. Diez preguntas tipo test, cada una con

: A 2. Two problems to answer by explainin
tes opciones de las que s6lo una es co- o 4 A L 5

the reasoning done.

rrecta.
2. Dos problemas de desarrollo. = The answers to the test questions should
be marked on the gheet provided for this
» Las preguntas de test deben de contestarse ) i
purpose.

en la hoja'de respuestas.que se adjunta.
= The problems should be answered in

» La parte de problemas se contestara
separated sheets.

en hojas aparte.

» Boths parts of the proof should be comple-
ted with a pen. The sheets with the ans-
wers must be delivered together.

= Las dos partes de la prueba.se eontestardn
con boligrafo y se enfregardan conjuntamen-
te.

PUNTUACION SCORE

= Cada problema se puntiia de 0 a 2,5 pun- » Each problem is scored between 0 and 2.5
tos. points.

» Cada pregunta del test se puntiia de la for- = Each test question is scored as follows:

ma siguiente: ;
Jas Signents e The correct answer adds 0.5 points.

e Larespuesta correcta suma 0,5 puntos. e The wrong answer subtracts 0.15
¢ Larespuesta incorrecta resta 0, 15 pun- points.

tos. e The lack of answer and answers with
e La respuesta en blanco o com mas de more than one mark are valued with

una marca se valora con cero puntos. 7Ero points.
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|PREGUNTAS DEL TEST| [Modelo 12— 4]
1. El valor de b) Tiene un minimo en z = —1.
i ( 22— By —1 — :r:) ¢) No tiene méximos ni minimos.

7. La distancia del punto P(2,3) a la recta de

es:
ecuaeion:
a) —1 b) —5/2 ¢)=b
or — 3y +20=0
2. Si el determinante
a b ‘ ’ G5!
= 5
g a) 21/+/31L
entonces el valor del determinante b) 21//34.
‘ 2 b ¢) 20/ V8.
e Ja 8. La grafica de la funcién
o5 Ina
a) 10, b) 35. ¢) 0. fer=-F
3. El volumen V' del paralelepipedo definido tiene como asintota la recta:
por los vectores u = (—3,1,0), v =(2,0,7) I
G) z=.
y w=(0,—1,4) es:
b) y = .
o) M=19\Q =2 @ V=37 &) w =

4. Consideremos los vegtores u =«1,0,—1) y
v = (0,0, 1), entonges su producto wvecto-
rial es:

9. El drea A(R)de laregion R limitada por
la curva

Ik o
a) uxv=(-140). 9 las TaelS &'— — 18 @ = 1, es:
b) uxv=/(0,—-1,0). =
¢) uxv=(0,1,0). 7R =4
N bl A(R) = 5.
5. Un vector en la direccion desla-vecta ¢) A(R) = 6.
=2y = d)
r: { ool 2% 9 10. Dado el espacio muestral £ = {a,b,¢,d, e}
y z = o
y las probabilidades
es:
(L) d= (2}1,1) f‘;({ﬂ, b, C}) = 7/10
b) d=(-2,1,1). . (;b* ? d}) = 2/12
C) d= (2! _]_} 1)_ ({ 2 (’}) - /
6. La funcién La probabilidad del suceso {a,b,c,d} es:
(@) 22 -1 a) P({a,b,c,d}) =4/5.
TN =5 b) P(A{a,b,c,d}) =4/8.

@) Tiene un méximo en x = —1. ¢) P({a,b,¢,d}) =2/3.
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[PROBLEMAS]|

Hoja3de s

1. Estudiar la posicion relativa de las rectas

segiin los valores de .

1

g :

r—2 y—-3 z-—1

-1 iy, 1
T—2 Y-y z—2

1 1 2

Modelo 12 — A |

2. Los puntes A(1,2,3),8(2,5;6), C(1,3,5) vy D(2,6,8)definen un paralelograma en el espacio

tridimensional.

= Hallar la ecuacién del.plano que definen A, B,C' y D.

» Calcular el drea del paralelogramo que determinan.
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I'TEST QUESTIONS]

! Modelo 12 — A

1. The value of

b) Has a minimum at z = —1.

i ( BT — :r:) ¢) Has neither maxima nor minima.
T—++400
o 7. La distancia del punto P(2,3) a la recta de
. ecuacion:
a) —1, b)) —=B/2, c)—b:.
' ) Y ) or —3y+20=0
. Assuming the value of thefollowing deter-

minant es:

a b ‘

Y 4 =P a) 21/+/31.
then the value of b)21/v3d.

2 Wb ¢) 20//34.

2¢c wd 8. The function
e ' Ing
= f(@h—r
a) 10. b).85. ¢) 70:

. The volume V of the parallelepiped defined
by the vectors u'= (—3;1,0),v =1(2,0,7)
and w = (0y =1, 4).ds;

a) Ve 19. \OW M= 29, Rl = 37.

. Consider the vectors u = (1,0;=1) and
v = (0,0,1), then their cress product is:

has as asymptote the line:

@, xS
b =@
g w =1

. The area A(R) of the region R limited by

the curve

y = 142
a) uxv=(-1,0,0). : ‘

B) ux v = (0, —130) and the lines.a = —1 and x =1, is:
¢) uxv=(0,1,0). a)-A(R) = 4.
A(R) = 5.
. One vector in the direction of the line b) A(R) =5
B BE = T ¢c) A(R) =06

& { j—2 = 2 10. Given the sample space E = {a,b,¢,d, e}

18:
a)d=(2,1,1).
b) d = (—2,1,1).
e)d=(2,-1,1).
6. The function:
_ 22 —1

fa) ==

a) Has a maximum at 2z = —1.

and probabilities

P({a,b,c}) = 7/10
P({b,c,d}) = 3/10
P({b,c}) = 2/10

The probability of the event {a,b,c,d} is:
a) P({a,b,c,d}) =4/5.
b) P(A{a,b,c,d}) =4/8.
e) P({a.b;c,d}) =2/3.
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|[PROBLEMS | [Modelo 12 — 4

1. Discuss the relative positions of the following lines

r—2 y—-3 z-1
ae—— ]
T—2 y—mgy z—2
1 1 W

r

e

according to the values of n..

2. The points A(1,2, 3),8(2,5:6), C(L,3.5) and D(2.6,8) define apacallelogram in the three
dimensional spage.

= Find an equation to the plane determined by A, B, G and D.

= Compute the area of the parallelogram.
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 1 0 cuestiones tipo tssty 2 problemas. Cada cuestion
vale 0,5 puntos y cada problema vale 2,5 puntcs. Las cuestiones se encuentran traducidas al inglés al
final del examen. Esta permitido el uso de calculadora no grafica ni programable.

CUESTIONES
213\
1.-La traspuesta de la matriz A = (0 21 ) es
2 0
a) (1 2) b) La matriz A no tiene traspuesta ¢) Ninguna de las anteriores
3 1

2.- La matriz identidad | cumple que

a) Los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos iguales a 1
b) Los elementos de la diagonal principal son 1
¢) Todas las respuestas anteriores son ciertas

202)8_(202

3.- Dadas las matricesAz(O il P 4

). La diferencia de las matrices Ay B es

a) La matriz identidad
b) Las matrices A y B no pueden restarse
c) La matriz nula

2% O

4.- Dadas dos matrices A = (1

0
) yB = (2) , y sabiendo que el producto de matrices A x B es
2

4 .
é (8 ) ¢cual es el valorde x*

a)-2 b) 1 c)2

5.- Dada la inecuacion 2y +3x =3 < 4 . Un punto solucion es:
a)(0,0) b) (5,5) c) (10,109

6.- ¢ Cudl es el valor del siguiente limite llm f(x)

el , si sabemos que f(x) = x° — 9 yque g(x) =

x> —x—67?
a)1 b) 6/5 c) El limite no existe

7.- Dada la funcion f(x) =

a) Creciente en el intervalo (—o,0)
b) Decreciente en el intervalo (—eo,0)
c) Ninguna de las anteriores
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8.- Hallar [ —dx
2x
7 7 . "
a)57 +C b) E]n(x) +C c) No es posible calcular la integral

8.- Si A y B son sucesos de un espacio de probabilidad, se verifica:
a) P(AnB)=P(A)P(B)

b) P(An B) = P(A)P(B) si A y B son disjuntos

¢) P(AUB) = P(A)+P(B—1A).

10.- Una muestra aleatoria de tamario 225 llevada a cabo entre los corredores de una maratén sigue una
distribucién norma. El tiempo medio resultante ha sido de 215 minutos con una desviacion tipica de 50.
Si construimos un intervalo de confianza al 95% para el tiempo de los corredores, vendra dada por:

a) (215,225) b).(208'5, 221'52) c) (204,25, 213'75)

PROBLEMAS

1.- (2,5 puntos). Tras analizar la cotizacién de una compafiia en la bolsa, se estima que la variacion del
precio de la accion de la compafiia, sigue la funcion P(t) = t2 — 12t + 45t, en céntimos de euro. Si
sabemos que el horario de mercado es de 09:00 a 17:00 horas (0<=t<=8). Se pide:

a) ¢Cual es la variacién cuando se lleva 1 hora de mercado?. Cotizacion final, si ayer cotizaba a
30€/accion?

b) Hallar los extremos relativos, y la variacion en esos momentos.

¢) Hallar los intervalos horarios en que la variacion ha crecido y aquellos en que ha decrecido

2.- (2,5 puntos). Sean A y B dos sucesos de un espacio de sueesos S, tal que
P(Ay=3/8, P(BY=1/2 y P(AnB)=1/4

Se pide:

a) P(A%), P(B®) y P(ASuU B®)

b) P(A° n BS) y P(A° N B)

Nota: recuerde que A = (4 n B) U (A nBE)

FEGTF
. 4 BB 1 B8R,
1.- The transpose of matrix 4 = (0 2 1) is
2 0
a) (1 2) b) Matrix A has no transpose ¢) None of the above
Z 1

2.- Matrix identity | complies with

a) The elements not belonging to the principal diagonal are all equal to1
b) All of the elements of the principal diagonal are 1
c) All of the previous responses are certain
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3.- Given the matrices A = (O 5 O) and B (0 2 0 ) The difference between the matrices A and

Bis
a) Identity matrix
b) Matrices A and B cannot be subtracted

¢) Null matrix
2 x 4 &
4.- Given two matrices 4 = (1 = 2) and B = | 2 |}, and knowing that the product of matrices A x B is
2
_ (4 ]
€= (8 ) what is the value of x?
a)-2 b)1 c)2

5.- Given the inequality 2y + 3x — 3.< 4 . One point solution is:
a)(0,0) b)(5.5) ¢)(10,10)

6.- What is the value of the following limit hm L if we know that f(x) = x? — 9 and g(x) =

()

x2—x+67
a)1 b)6/5 ¢) The limit does not exist

7.- Given the function f(x) = — . The function is

X241

a) Increasing in the interval (—oo, 0)
b) Decreasing in the interval (—c,0)
¢) None of the above

7
8.- Calculate [ = dx

7
)—— £ b) > )+ C ¢) It is not possible to calculate the integral

9.- If A and B are events in a probability space, verify:
a) P(ANB) = P(A)P(B)

b) P(An B) = P(A)P(B) if A and B are disconnected
c) P(AU B) = P(A) + P(B — A).

10.- A random sample with a size of 225 conducted on runners in a marathon follows a normal distribution.
The mean time resulting was 215 minutes with a standard deviation of 50. If we construct a confidence
interval of 95% for the runners’ time, it would be given by:

a) (215,225) b) (2085, 221'52) c¢) (204,25, 213'75)
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 10 cuestiones tipo test y 2 problemas. Cada cuestion vale 0,5
puntos y cada problema vale 2,5 puntos. Las cuestiones se encuentran traducidas al inglés al final del examen.
Esta permitido el uso de calculadora no gréfica ni programable.

CUESTIONES

1.- Si Ay B son sucesos de un espacio de probabilidad, la afirmacion P(AuU B) = P(A) + P(B) es
correcta:

a) Si Ay B son sucesos disjuntos
b) Solo si A y B son sucesos independientes
c¢) Para cualquier par de sucesos A'y B.

2.- Una urna contiene seis'bolas blancas y 4 negras. Si se extraen al azary simultdneamente 3 bolas, la
probabilidad de obtener 2 bolas blancas y una negra es
a) 35/56 b) 11/32 c) 1/2

3.- Si la variable aleatoria X sigue una distribucion, N (g, o) siempre podremos afirmar que la media
muestra X sigue una distribucion N (y, %) y por tanto
X—p

a)Z = vy sigue una distribucion N (g, o)
b)Z = X—:—’i sigue una distribucién N (0,1).
X-o/Nn

c)Z = sigue una distribucion N(0,1).

4 .- Una matriz A es nula si se cumple que

a) La mayoria de los elementos de la matriz son 0
b) Todos los elementos de la diagonal son 0
c) Todos los elementos de la matriz son 0

5.- Dada la siguiente inecuacion 5 x?—-=5>15—x.Los puntos x=1y x=2 son:

a) Ambos valores son solucion de la inecuacion
b) Ninguno de los valores es solucion de |a inecuacion
¢) El valor x=1 no es solucién y el valor x=2 es solucion de la inecuacion

1
6.- La funcion f(x) = ) presenta un discontinuidad en el punto x=1 de tipo

a) Inevitable de salto infinito
b) inevitable de salto finito
c) Discontinuidad evitable

7.- La funcion f(x) = ﬁ tiene

a) Asintota horizontal y asintota vertical
b) Asintota vertical y asintota oblicua
c¢) Asintota oblicua

8.- Dada la funcion f(x) = El dominio de la funcion es

x2+1

a) R\{1} b) R ¢) Ninguna de las anteriores
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2
9.- Dada la funcién f(x) = — YL Tiene un minimo en el punto
ajx=1 byx =-—1 ¢) No tiene minimos
10.- Haliarf (x)d
n(x)) In(x
g) ———— a ( Jk +C x(?-) +C o) Ninguna de las anteriores

PROBLEMAS

1.- (2,5 puntos). Representar la region factible dada por las siguientes inecuaciones:
x+y=5
x <4
x+4y =0
x=20
a) Hallar los puntos de la region factible en los cuales estarian los posibles extremos de una funcién cualquiera.

b) Sabiendo que la funcién Z = 4x + 2y representa el numero de pedidos y el conjunto de inecuaciones

anterior son las condiciones de los mismos, calcular si es posible, el nimero maximo y minimo de pedidos que se
pueden realizar.

2.- (2,5 puntos). La altura de los jugadores de baloncesto de la liga escolar esta distribuida normalmente ¢on una
media de 178cm y desviacion tipica de 10cm.

a) ¢ Cual es la probabilidad de que los jugadores midan mas de 188cm?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que la altura media sea inferior a 180cm?

QUESTIONS

1.- If A and B are events in a probability space , the statement P(4 u B) = P(A) + P(B) is correct:
a) If A and B are disconnected events

b) Only if A and B are independent events

c) For any set of events A and B.

2.- An umn contains six white balls and 4 black ones. If three balls are randomly and simultaneously
extracted, the probability of obtaining 2 white balls and one black one is
a) 35/56 b) 11/32 c) 1/2

3.- If the random variable X follows a distribution, N (4, o) we can always assume that the sample mean
X follows a distribution N(,u;vfi_) and therefore

a)Z = T follows a distribution N(u, o)
b)Z = T follows a distribution N(0,1).

X-o/Nn
o

gl Z= follows a distribution N(0,1).
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4.- A matrix A is null if it complies with the following

a) The majority of the elements of the Matrix are 0
b) All of the elements of the diagonal are 0
¢) All of the elements of the Matrix are 0

5.- Given the following inequality 5 x* — 5 > 15 — x . Points x=1 and x=2 are:

a) Both values are solutions of the inequality
b) None of the values is a solution of the inequality

¢) The value x=1 is not a solution and the value x=2 is a solution of the inequality

i E
6.- The function f(x) = ; presents a discontinuity at the point x=1 of the following type

a) Essential discontinuity
b) Jump discentinuity
c) Removable discontinuity

7 .- The function f(x) = x—i—lhas

a) Horizontal asymptote and Vertical asymptote
b) Vertical asymptote and Oblique asymptote

¢) Oblique asymptote

X
8.- Given the function f(x) = ~247 |nedomain of the function is

a) R\ {1}

9.- Given the function f(x) = —

ajx=1

In(x) %

x

10.- Calculate f

2
MU,

b) R

2

xZ241°

b) x = —

b) l[l_(;)

+ L

¢) None of the above

It has a minimum in the point

c) It does net have minimums

c¢) None of the above

Hoja 3 de 4
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 10 cuestiones tipo test y 2 problemas. Cada cuestion
vale 0,5 puntos y cada problema vale 2,5 puntos. Las cuestiones erréneas restan 0,15 puntos. Las
cuestiones se encuentran traducidas al inglés al final del examen. Esté permitido el uso de calculadora
no grafica ni programable.

CUESTIONES
1.- La opuesta de la matriz A = (3 _02 _11 ) es
-4 0
a)l 0 2 b) La matriz A no tiene opuesta c) Ninguna de las anteriores
1 -

2.- Una matriz A es escalar si se cumple gue

a) Los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todos iguales a 1
b) Es diagonal y los elementos de la diagonal son todos iguales
c¢) Todos los elementos de la diagonal principal son 0

3.- Dadas las matrices A, de dimension 4x3 vy B de dimension 3x3 , entonces

a) Se puede obtener el producto de matrices A *x B
b) Se puede obtener el producto de matrices B * A
c) No existe el producto de matrices rectangulares

\ & N1 =
4.- Dada la matriz 4 = (1 4), el valorde A" es
4 1 -4 1 . : :
a) (1 0) b) ( 1 0) c) La matriz A no es inversible

5.- Dada la inecuacion 2y + 3x +3 < 4. Un punto;solucion es:
a)(0,0) b) (=5,-5) c) Todos los anteriores

—1, six<?2

. resenta una discontinuidad en el punto x = 2 de tipo
Mgi2<x P P p

A
B.- La funcion f(x) = [

a) Inevitable de salto infinito
b) No hay discontinuidad en el punto x = 2
c) Discontinuidad evitable

2
X
7.- Dada la funcion f(x) = —7- Tiene un minimo en el punto

ajx=-1 byx=0 c) No tiene minimos
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8.- Hallar | Q’-ﬁ%ﬁ dx
a) @xz + 5) + € b} ze + Sx) +C c) Ninguna de las anterio;'es

o
9.- El intervalo de confianza para la media muestral dado pordC = (X + Za @) podemos afirmar

z

que el error maximo admisible viene dado por:

o
a)E*Z§ﬁ

10.- La duracion de untipo de baterias tiene un tipo de distribugion normal con ¢t'= 55 horasy ¢ = 6
horas. El intervalo caraeteristico correspondiente a la probabilidad p = 0'9 5 viene dado por

a) (48'1,61'9)
Nota: Z=1'9 6
2

1.- (2,5 puntos). Se considera la funcion f (x) =

o E =Z

-

- Wz T
ﬁ c)EwZQ\E

R

b) (4324, 66'76) c) (39’55, 70'45)

PROBLEMAS

1
x2-9

a) Razone cudl es el dominio de definicion de f(x).
b) Estudiar las asintotas de la funcion
c) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x).

2.- (2'5 puntos) Para realizar un experimento tenemos dos urnas. La urna | tiene 1 bola negra, 3 rojas y
6 verdes mientras que la urna Il tiene 2 bolas negras, 6 rojas y 2 verdes. Lanzamos un dado

equilibrado. Si sale 1 6 2 extraemos una bola de laurna Iy si sale 8, 4, 50 6 extragmos una bola de la

urna IL

a. Hallarla probabilidad de que |a bola extraida sea verde.
b. Sisabemos que, finalmente se ha extraido una bola roja ¢ Cuél es la probabilidad de
que se haya extraido de la urna i

TRADUCCION DEL EXAMEN A INGLES

1.- The opposite of the matrix 4 = (4 d _11 )Es

-4 0
a)({) 2)
i -1

g —2

b) Matrix A has no opposite ¢) None of the above

2.- A matrix A is scalar if it complies with the following

a) The elements that do not belong to the principal diagonal are all equal to 1
b) Is diagonal and all of the elements of the diagonal are equal
c) All of the elements of the principal diagonal are 0
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3.- Given the matrices A, having a dimension of 4 x 3 and B of dimension 3 % 3, then

a) The product of matrices A ¥ B may be obtained
b) The product of matrices B X A may be obtained
c¢) There is no product of rectangular matrices

4. Given Matrix 4 = (2 i) the value of 471 is

a) (i‘ é) b)( 4 ;) ¢)-Matrix A is not invertible

5.- Given the inequality y + 3x +3 < 4 . One point solution is:
a)(0,0) b) (-5,+6 ) ¢) All of the above

xe—1, six <2

6.«Thefun0ti0ﬂf(x)m{ 3, siz<x

presents a discontinuity at the point x = 2 of the

following type

a} Jump discontinuity

b) There is no discontinuily in the point x = 2
¢) Removable discontinuity

2
7.- Given the fungtion f(x) = — —. It has & minimum in the point
ajx=-1 b} x=0 c) It does not have minimums
8.- Calculate f(——“x—)
5
a) (Exz + 5) + L b} (Exz H- Sx) +C c) None of the above

9.- The confidence interval for the sample mean givenby IC = (X g Za fn) we can affirm that the
maxim admissible error is given by:

aE = by E = Z

R
ST

c)EmZa%

ﬁl“

10.- The duration of a battery type has a normal distribution type with &£ = 55 hours and o = 6 hours.
The characteristic interval corresponding to the probability p = 0’9 5 is given by

a) (48'1,61'9) b) (43'24,66'76) ¢) (3955, 70'45)

Note: Z% = 1'9 6
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NOTAS ACLARATORIAS: El examen consta de 10 cuestiones tipo test y 2 problemas. Cada cuestion
vale 0,5 puntos y cada problema vale 2,5 puntos. Los cuestiones erroneas restan 0,15 puntos. Las
cuestiones se encuentran traducidas al inglés al final del examen. Esté permitido el uso de calculadora
no grafica ni programable.

CUESTIONES

1.- Una matriz A es nula si se cumple que

a) La mayoria de los elementos de la matriz son 0
b) Todos los elementos de la diagonal son 0
¢) Ninguna de las anteriores

2.- Una matriz A es diagonal si se cumple que

a) Es cuadrada y los elementos no pertenecientes a la diagonal principal son todes iguales a 1
b) Todos los elementos de la diagonal principal son iguales
c) Ninguna de las anteriores

2 1
3.- Dadas las matrices A = G :; 9 yB = (-1 = ) €l resultado de BX A es
2
9 6 Tomst B4
a) (7 6) b) No es posible realizar el producto B x A c) (—4 z B )
8 o—4 NG

4.- Una biblioteca tiene 3 plantas, y en cada planta hay salas de estudio y salas de trabajo. En cada sala

de estudio hay 4 mesas y 8 sillas y en cada sala de trabajo hay 1 mesa grande y 8 sillas. El nimero de
4 2

salas de estudio y salas de trabajo viene dado por la siguiente matriz 4 = (6 3) siendo la fila 1 la
6 6

correspondiente a las salas de |la planta 1, la fila 2 corresponde ala planta 2 y la fila 3 corresponde a la

planta 3. Dado que |a primera columna indica el numero de salas de estudio y la segunda columna indica
el numero de salas de trabajo ¢cuantas sillas hay en la planta 3 2
a) 30 b) 96 ¢) Ninguna de las anteriores

5.- Dada la inecuacién 7y + 3x — 50<4 . Un punto solucion es:
a)(6,5) b)(5,6) c) Ninguno de los anteriores

6.- Si sabemos que el nimero r es par, entonces el valor del siguiente limite lim (1/x™) es
A—r=—C0
a)o0 b) —oo c) El limite no existe
. x3 .
7.- Dada la funcion f(x) = —377- La funcion es

a) Creciente en el intervalo (0, + o)
b) Decreciente en el intervalo (0, + o)
c) Ninguna de las anteriores
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8.- Hallarf%x + ¥dx

a) %—Ex + X+ C b)%ex +%ezx +C c) No es posible calcular la integral

9.- Sea X una variable aleatoria que sigue una distribucion normal de media gt v desviacion tipica o Se

toma una muestra de tamafio N. Para saber si la distribucion de las medias muestrales se puede
aproximar por una normal

a. Son imprescindibles todos los datos que se mencionan.
b. Solo se puede eliminar el dato que indica la desviacion tipica.
c. El tnico dato relevante es conocer si el tamano de la muesiraes grande (n = 30)

10.- La variable aleatoria ¥ sigue una distribucion, con media ., = 180 y desviacion tipica o, = 24.

Por tanto, podemos afirmar que las medias ¥ de las muestras de tamario 25 siguen una distribucion:
a.- N(180;4'8) b.- N(18; 24). c.- N(180;24)

PROBLEMAS

1.- (2,5 puntos). La universidad imprime cuadernos de apuntes. Sabiendo que quieren que tenga la
maxima superficie de escritura y que el perimetro tiene que ser igual a 40, hallar las medidas en alio y
ancho del cuaderno y la superficie de [a misma.

2.- (2’5 puntos) En una agencia que organiza actividades de ocio y tiempo libre se pueden hacer tres
tipos de actividades: senderismo S, rutas en bicicleta B y descensos en canoas C.

Consideramos tres categorias de excursionistas: menores de 25 afios, entre 25 y 40 y mayores de 40.
Conocemos los datos gque aparecen en la tabla adjunta.

Senderismo | Bici Canoa
Menos de 25 6 72 42
Entre 25y 40 4 48 28
Mas de 40 10 30 10

Tomamos un excursionista al azar. Calcula |Ias siguientes probabilidades:
a. Que el excursionista haya hecho senderismo

b. Que el excursionista tenga mas de 25 arios.

c. Que haya ido en bici sabiendo que era mayor de 40 afios

QUESTIONS

1.- A matrix A is null if it complies with the following

a) The majority of the elements of the Matrix are 0
b) All of the elements of the diagonal are 0
c) None of the above

2.- A matrix A is diagonal if it complies with the following

a) Is squared and the elements that do not belong to the principal diagonal are all equal to 1
b) All of the elements of the principal diagonal are the same
c) None of the above
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2 1
3.- Given the matrices A = (i :i ? and B = (— 1 —1) ,theresultof Bx A is
Z 2

9 6 7 -3 4
a) ( ) b) It is not possible to multiply Bx A c)|l—-4 2 -
. 8 -4 6

4.- A library has 3 fioors, and on each floor there are study rooms and work rooms. In each study room,
there are 4 tables and 8 chairs and in each work room there is 1 big table and 8 chairs.

4 2
The number of study rooms and work rooms is given by the following matrix A = (6 3) with row 1

6 6
carresponding to the rooms on floor 1, row 2 corresponding to floor 2 and row 3 corresponding to floor 3.

Given that the first column indicates the number of study rooms and the second column indicates the
number of work rooms, how many chairs are there in floor 3?
a)30 b) 96 c) None of the above

5.- Given the inequality 7y + 3x — 50<4 . One point solution is:
a)(6,5) b)(5,6) ¢) None of the above

6.- If we know that the number r is even, then the value of the following limit lim (1/ x") is
X——c0

a)o b) —ee ¢) The limit does not exist

7.- Given the funetion f(x) = The function is

x3+1°
a) Increasing in the interval (0, + o)
b) Decreasing in the interval (0, + o)
c) None of the above

- 9
8.- Calculate f e? + &¥dx

a) —éex + x4+ C b)%e" + %ezx +€ ¢)Itis not possible to calculate the integral

9.- Let X be a random variable that follows @ normal distribution of mean ft and standard deviation &.
Take a sample of size n to know if the distribution of the sample means can be approximated by a
normal

a. All the data mentioned are essential.

b. Only the data indicating the standard deviation can be eliminated.

c. The only relevant data is to know if the size of the sample is large n = 30

10.- The random variable Y follows a distribution, with mean iy = 180 and standard deviation oy = 24.

Therefore, we can affirm that the sample means Y of the samples of size 25 follow a distribution:
a.- N(180;4'8) b-N(18;24) c.-N(180;24)
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Funcién de distribucion N(0,1)

1 A 2
F)=PIE=8)= 1—[ e 2dt
N2 o
z 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05  [L0.06 _ | 0.07 0.08 0.09
0,0 _ | 0.5000 | 0.5040_| 0.5080_[0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0,1 | | 0.5398 | 0.5438 |0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636. | 0.5675 | 0.5714. | 0.5753
02 | 05793 |05832 | 05871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
03 | 06179 06217 | 06255 | 0.6293 | 06331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 |.0.6517
04 || 0.6554 | 0.6591 ]0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 _| 0.:6844 | 0.6879
0,5 |0.6915 |0.:6950 | 0.6985 | 0,019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7423 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0,6 | 07257 | 07291 | 0324 | 0.7357 | 07389 | 0.7422 | 07454 | 0.7486 | 07517 | 0.7549
07 | 07580 | 07611 | 0.7642 | 0.7673. | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7825 | 07852
0,8 | 0.7881 | 07910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0,9 | 08159 |0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0,8264 | 0.8280 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1,0 | 08413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485_ | 0.8508_| 0.8531 | 0:8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1,1 | 08643 [0.8665 | 0.8686 | 0.8708 |0.8729 |0.8749 | 0.87/0 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1,2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997_ | 0.9015
13 | 09032 | 09049 |0.0066 | 09082 | 09099 | 0.9115 | 09131 | 09147 | 09162 | 0.9177
14 | 09192 09207 | 09222 | 09236 | 09251 | 0.9265 | 0.9279.7] 0.9292 | 09306 /| 0.9519
1,5 | 0.9332 | 0.9345 | 09357 | 09370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 09418 | 0.9429 | 0.9441
16 |.09452 |09463 | 0.9474 |.0.9484 | 09495 | 0.9505 | 09515 | 09525 | 09535 | 0.9545
1,7 | 09554 | 0.9564 | 0.9573 | 09582 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 |0.9625 | 0.9633
1,8 | 09641 [ 09649 | 0.9656 | 09664 | 09671 |0.0678 | 09686 | 09693 | 0.9699 | 0.9706
1,9 | 09713 | 09719 [ 09726 | 09732 | 09738 _| 0.9744 | 09750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
20 | 09772 [09778 09783 | 09788 [0.9793 |0.9798 | 09803 [09808 | 0.9812 | 0.9817
21 | 09821 [0.9826 |.0.0830 | 09834 [0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 09850 | 0.9854 | 0.9857
2,2 | 09861 | 09864 | 0.0868 | 09871 | 09875 | 0.9878. | 00881 | 0.0884 |0.9887 | 0.9890
23 | 00895 | 09896 | 0.9898 | 0.9901 | 00904 |0.9906 | 09909 | 09911 [0.9913 | 0.9916
24 | 09918 | 09920 | 0.9922 | 0.9925 | 09927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932. | 0.9934 | 0.9936
25 | 09938 | 09940 ] 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 |0.9946 | 0.9948 | 09949 | 0.9951 | 0.9952
26 | 09953 | 09955 | 09956 09957 | 09959 | 0.9960 | 09961 | 09962 | 0.9963 | 0.9964
2,7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
5 2,8 | 09974 | 09975 | 09976 | 0.9977 | 09977 | 0.9978 | 09979 | 09979 | 0.9980 | 0.9981
2,9 | 09981 | 09982 | 0.9982 | 0.9983 | 00984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3,0 | 0998 | 09987 | 09987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
31 | 00990 | 00991 | 0.9991 | 09991 | 00992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
32 | 009993 | 09993 | 09994 | 0.9994 | 00994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
33 | 09995 | 09995 | 09995 | 09996 | 09996 | 09996 | 09996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3,4 | 0.9997 | 09997 | 09997 |09997 | 09997 |0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3,5 |09998 | 09998 |0.9998 | 09998 | 09998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3,6 | 09998 | 09998 | 0.9999 | 0.9999 | 09999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
37 | 09999 | 00999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
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